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SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1

Définition 1. Les fonctions x;(t) (pour i =1,...,n) définies sur
[intervalle R, sont solutions sur Ry du systeme d’équations
différentielles d’ordre un :

2

Zbl(t) = CL171£E1(15) + CL172£C2(15) + - &1,n$n(t) + b1 (t)

jﬁg (t) = a27151:1(t) + a2 212 (t) + -+ CLQ,nHZn(t) + b2 (t)
< : (1)

En(t) = an121(t) + anoxa(t) + - 4+ apnnxn(t) + by(t)

\

ot a; ; (pouri=1,....,netj=1,...,n sont des paramétres réels) et
bi(t) (pouri=1,...,n) sont des fonctions continues de R, dans R,
si les fonctions x;(t) (i=1,...,n) sont dérivables sur Ry et vérifient

avec leurs dérivées ©;(t) le systéme d’équations linéaires (1)).
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SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1
Notation matricielle

Le systéme (1) peut s’écrire sous forme matricielle. On note
X(t) = (x1(t),...,z2(t))" un vecteur a valeurs dans R™ et
b(t) = (bi(t),...,bn(t)), Le systéme d’équations différentielles

s’écrit alors de facon équivalente sous la forme :
X(t) = AX(t) + b(t) (2)

ol la matrice (réelle) carrée A de dimension n x n est définie par :

(CL171 ay,2 al,n\
a2 1 a2 2 ce ce a2 n
A=
\anjl a/n,2 o o o o o a/n’n)
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SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1

Remarque 1. Dans ce chapitre on s’intéresse aux solutions réelles
{z;(t);e=1,...,n} ou X(t)) de ou (2). Néanmoins, dans notre
recherche des solutions nous serons conduit a transformer le systéme
d’équations différentielles et nous serons parfois amené a calculer les
solutions complexes du systéeme transformé équivalent. On verra que
cela ne pose pas de probléme particulier.

Remarque 2. Si A et b(t) dans sont une matrice et un vecteur
réels, alors X (t) = X1(t) +1Xa2(t) est une solution complexe de si
et seulement st on a :

X1 () +1X2(t) = AX, () +1AX5(t) + b(t)
soit, de facon équivalente, en regroupant les parties réelles et
1maginaires :
X, (t) =AX(t)+b(t)
Xo(t) = AX,(t)
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SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1
Transformation équivalente du systéme

— Résoudre directement le systéme n’est généralement pas trivial car
la variation d’une variable (i;(t)) dépend des niveaux de toutes les
variables (X (¢)).

— L’idée est de transformer ce systéme linéaire en considérant des
nouvelles variables (Y (¢)) qui sont des combinaisons linéaires
(indépendantes) des variables originales (X ()). On choisit les
combinaisons linéaires qui nous arrangent. Si on a de la chance, on
peut trouver n combinaisons linéaires orthogonales (linéairement
indépendantes) telles que la variation d’une variable transformée
(;(t)) ne dépend que du niveau de cette variable (y;(t)) et d’une
combinaison linéaire des éléments de b(t).

— Plus formellement, nous cherchons une nouvelle base... Ou, par

exemple, la matrice A est diagonale.
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SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1
Transformation équivalente du systéme

Si H est une matrice de passage (ou de changement de base) dans
C", alors Y (t) = H 1 X (t) est composé de n fonctions de R dans
C,etonaY(t)=H 'X(t).

Nous pouvons alors écrire de facon équivalente sous la forme :

X(t) = HAH 'X(t) + b(t)

soit en pré-multipliant par 'inverse de la matrice de changement
de base :

H'X(t)=H "HAH ' X(t)+ H'b(t)
soit par définition :
Y(t) = AX(t) + c(t) (3)

On suppose que nous sommes capables d’identifier une matrice de
changement de base H telle que nous pouvons facilement obtenir
une solution du systéme transformeé (3.
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DIAGONALISATION D’UNE MATRICE CARREE (1)

— Soit A une matrice n X n réelle.

— Le polyndéme caractéristique associée a la matrice A est :
xa(A) = A= A,

— Les valeurs propres de A sont les racines du polyndéme
caractéristique y 4, c’est-a-dire les valeurs de A telles que
|A — A\I,| = 0. Le polyndéme caractéristique posséde au plus n
racines distinctes. On notera Ax la racine d’ordre (de multiplicité)
rr du polynéme x4 ().

— Pour chaque valeur propre A, on cherche r; vecteurs v non nuls
linéairement indépendants tels que

(A — )\kln)v =0

On dit que v est un vecteur propre.
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DIAGONALISATION D’UNE MATRICE CARREE (2)

— Si pour chaque valeur propre A\, on trouve r; vecteurs propres
Vk1,---,Vkr, linéairement indépendants, alors la matrice A est
diagonalisable. Les n vecteurs propres forment la matrice de

passage H = (vq,...,v,) telle que :

A=HAH™!
ou
G 0 ... ... 0
0 a2 0 ... O
A=
L0 0 G
oua;; (¢=1,...,n) est une valeur propre de A.
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DIAGONALISATION D’UNE MATRICE CARREE (3)

— Puisque I'équation (A — A\ I, )v = 0 posséde au moins une solution
non nulle v pour toute valeur propre \;, une matrice A possédant
n valeurs propres distinctes est diagonalisable.

— S’1l n’est pas possible de trouver rik vecteurs propres linéairement
indépendants pour chaque valeur propre A\. de multiplicité ry, alors
la matrice A n’est pas diagonalisable.
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DIAGONALISATION D’UNE MATRICE CARREE
Un exemple

Soit la matrice réelle :

A=
1 2

Notons que cette matrice est symétrique. Le polyndéme
caractéristique associé est :

XA()\) = |A — )\In|
2 1 0
1 2
2 — A 1

1 2— A

=(2-))?*-1

(B3—=X)(1—=X)
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DIAGONALISATION D’UNE MATRICE CARREE
Un exemple

Les valeurs propres de la matrice A sont donc réelles et distinctes :
A1 = 1 et Ay = 3. On cherche maintenant les vecteurs propres
associées a A1 et \o.

Vecteur propre associé & \; : le vecteur propre vy doit vérifier :

(A — )\1]2)2)1 =0

c’est-a-dire :

2—1 1 V11
) — O
1 2—1 V2.1
v11+v21 =0
< V2.1 = —U1,1
v11 tv21 =0

On posera v; = (1, —1)" le premier vecteur propre.
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DIAGONALISATION D’UNE MATRICE CARREE
Un exemple

Vecteur propre associé & Ay : le vecteur propre v, doit vérifier :

(A — )\212)’(}1 =0

c’est-a-dire :

—v12 +v22 =0
e <=>U22—U12

V12 + —V22

O

On posera vo = (1,1)’ le second vecteur propre.

La matrice de changement de base est H =
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DIAGONALISATION D’UNE MATRICE CARREE
Un exemple

On peut calculer 'inverse de la matrice de passage :

et vérifier que :

Que faire lorsque la matrice (dite de transition) A est non

diagonalisable 7...
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FORME REDUITE D’UNE MATRICE CARREE

Soit A une matrice carrée n X n (réelle ou complexe).

Soient A\, £k =1,...,m < n les valeurs propres distinctes de
multiplicité r, > 1 de la matrice A.

On suppose que la matrice A n’est pas diagonalisable, autrement
dit il n’est pas possible de trouver r; vecteurs v linéairement
indépendants satisfaisant (A — A\p1,)v = 0 (pour tout
k=1,...,m).

On peut quand méme exhiber une matrice de passage H telle que
A = H-1AH est une matrice bloc diagonale. Le nombre de blocs
correspond au nombre de valeurs propres distinctes. Chaque bloc
associé & une valeur propre A, est une matrice triangulaire
supérieure de dimension 7.

Ce changement de base nous intéresse car il permettra de résoudre

un systéme d’équations diftérentielles linéaires de facon récursive.
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FORME REDUITE D’UNE MATRICE CARREE (1)

Soit A une matrice carrée n X n (réelle ou complexe).

Soient A\, £k =1,...,m < n les valeurs propres distinctes de
multiplicité r, > 1 de la matrice A.

On suppose que la matrice A n’est pas diagonalisable, autrement
dit il n’est pas possible de trouver r; vecteurs v linéairement
indépendants satisfaisant (A — A\p1,)v = 0 (pour tout
k=1,...,m).

On peut quand méme exhiber une matrice de passage H telle que
A = H-1AH est une matrice bloc diagonale. Le nombre de blocs
correspond au nombre de valeurs propres distinctes. Chaque bloc
associé & une valeur propre A, est une matrice triangulaire
supérieure de dimension 7.

Ce changement de base nous intéresse car il permettra de résoudre

un systéme d’équations diftérentielles linéaires de facon récursive.
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FORME REDUITE D’UNE MATRICE CARREE (2)

On obtient les vecteurs de la matrice de passage de la facon suivante.

Pour chaque valeur propre distincte A\, on procéde récursivement. On commence
en choisissant une base du sous espace propre engendré par la valeur propres Ag,
c’est-a-dire en choisissant qi vecteurs vg 1,...,Vk 4, non nuls et linéairement
indépendants tels que

(A — )\kln)vk,i =0 pour 1= 1, c s qK

On cherche alors un vecteur oo = (a1, ..., aq, )" tel qu’il existe un vecteur w
solution non nulle de :

(A= Mglp)w = (Uk,1> . ,’Uk,qk) o

Si qr + 1 = rg, on s’arréte 1a et les colonnes de la matrice de passage associée a
Ak sont (Vg 1,...,Vk,q,,w). Sinon on reprend ’étape précédante avec
(Vk,1,- -+ Vk,q,» W) POUT SOUS espace propre engendré par Ay.
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FORME REDUITE D’'UNE MATRICE CARREE
Un exemple

Soit la matrice carrée réelle :

3 3 1
A=|-2 —2 -1
2 3 2

son polyndome caractéristique est

xa(d) = (1- 28

et il admet une racine triple A = 1. Les vecteurs propres sont les
solutions du systéme suivant :

(25131—|—3ZC2—|—ZC3 =0

—221 —3x9 —x3 =0 2r1 +322+ 23 =0

_/\

\2$1+3$2—|—$3 =0

qui est de rang un. Il n’existe que deux vecteurs propres linéairement
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FORME REDUITE D’'UNE MATRICE CARREE
Un exemple

indépendants (la matrice A n’est pas diagonalisable) :

0 1

= 1 etvao =1 0

v1 et vy forment une base du sous espace propre engendré par A = 1.
Le systéme (A — I3)w = ayv1 + asvg peut s’écrire sous la forme :

(2w1 + 3wy + w3 = (9
< —2’(1}1 — 3?1}2 — W3 = 71
| 2wy + 3wa + w3 = —3a1 — 2009
et il n’admet de solution que si a; = —as (sinon les deux premiéres

équations ne sont pas compatibles). En posant oy = 1, on peut
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FORME REDUITE D’'UNE MATRICE CARREE
Un exemple

choisir :
0
w=1 0
—1
La matrice de transition est :
0 1 0
H=1]1 0 0
-3 -2 -1
on a :
0 1 0
H'=]1 0 0
-2 -3 -1
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FORME REDUITE D’'UNE MATRICE CARREE
Un exemple

et

1 0 1
A=HAH=1|0 1 -1
0O 0 1
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SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1
Transformation équivalente du systéme

Soit le systéme transformeé :
V() = AX (1) + oft) 3

ot A= H 'AH , avec H une matrice de changement de base. On

distingue deux cas :

1. Si A est une matrice diagonale, nous n’avons plus qu’a résoudre
n équations différentielles linéaires d’ordre 1 avec un second
membre variable.

2. Si A est une matrice bloc diagonal (base réduite), nous pouvons
traiter les blocs séparément. Chaque bloc étant triangulaire
supérieur , il suffit de résoudre par le bas. Par exemple, si on se
concentre sur le bloc associé a la valeur propre \; de multiplicité
r1, Nous avons un systéme de r; équations différentielles, que
nous pouvons résoudre indépendamment des n — r;, autres
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SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1
Transformation équivalente du systéme

équations (et variables) :

Yi4+1 (1) Ak Aka1,2 - Ok, Yi+1 () ci41 (%)
yi+2(t) 0 )\k ak’l’rk yi+2(t) Ci_+_2(t)

=1 . . . : + : (4)
Yigry () 0 0 oL AL Yitry (1) Citry, ()

ou les parametres Ag, ay ; ; sont dans C et les fonctions ¢, ()
sont de R dans C.

La derniére équation de ce sous systéme,

Vitry (t) = MeYitr, (t) + Cjtr, (), est une équation différentielle
linéaire d’ordre 1 complexe que nous savons résoudre. Nous
savons qu’il existe une unique fonction y;,.., (t) & valeurs
complexes satisfaisant cette équation fonctionnelle et une
condition initiale y;, (0). Une fois la solution obtenue, nous
pouvons la substituer dans I’équation du dessus, qui devient une

équation différentielle linéaire d’ordre un que nous savons
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SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1
Transformation équivalente du systéme

résoudre... En remontant le triangle, on obtient ainsi une solution
unique pour ce systéme (étant données des conditions initiales
pour les r; variables).

Dans tout les cas, on voit que le systéme transformé H ot A est une
forme réduite ou diagonale de A, admet pour tout vecteur initial

Yy € C™ donné une solution Y () et une seule de R, dans C" telle
que Y (0) =Y.
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SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1
Transformation équivalente du systéme

Théoréme 1 (Existence et unicité). Si les seconds membres, b;(t),
sont des fonctions continues sur R, , pour tout vecteur Xy € R", le
systeme différentiel , X(t) = AX(t) + b(t), admet une solution
réelle et une seule sur R, telle que X (0) = Xqg. C’est aussi l'unique
solution complexe qui vérifie la condition initiale, et elle est égale a
HY (), ou Y (t) est la solution du systéme transformé telle que
Y(0)=H X,

Exemple 1. On veut résoudre le systeme d’équations différentielles

suivant :
Zi?l(t) = le(t) — ZE‘Q(t) —+ 2
j?g(t) = LEl(t) + ZCQ(t) — 2t

On commence par réécrire ce systéme sous une forme matricielle...
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Preuve 1 (du théoréme . On a vu que le systéeme transformé admet une solution
compleze et une seule Y (t) telle que : Y (0) = H~1Xq. Puisque les systémes et sont
équivalents, X (t) = HY (t) est l'unique solution compleze de telle que X (0) = Xo. Cette
solution s’écrit X (t) = X1(t) +iX2(t) et on a :

X1(t) = AX(t) + b(t)

X9 (t) = AXo (t)
En particulier en t = 0 nous avons X;1(0) +iX2(0) = Xo € R”, il s’ensuit que la partie
imaginaire initiale est nulle. Puisque X2(t) = AXa(t), la partie imaginaire est nulle & tout
instant. L’unique solution complexe est donc réelle a tout instant. []

Exemple 1 (suite). L’écriture matricielle équivalente est X (t) = AX(t) + b(t) avec

A= G _11> et b(t) = (_2%)

La matrice de transition est diagonisable dans C. Le polyndme caractéristique est :

1—A —1

Les racines de ce polyndme sont A\1 = 1 —1i et Ao = 1 4+ 1. Calculons les vecteurs propres.
Le premier vecteur propre (associé & A1) vi est tel que :

(b)) =0)

24-1

=(1-X)?2+1




c’est a dire tel que :
iv1,1 —v2,1 =0
v1,1 +1lvg1 =0

En observant que la seconde équation est égale a i fois la premiére, on voit qu’il existe une
unique solution qui doit satisfaire vi,1 = —iva 1. On posera :

»= ()

Le second vecteur propre doit satisfaire :
-1 -1 vi2) (O
1 —1 V2.2 —\0

—lv1 2 —v22 =0

c’est a dire :

v1,2 — 1022 =0

A nouveau, en multipliant par —i, on vérifie que ces deuzr équations sont colinéaires et que
le vecteur propre doit étre tel que v1,2 = iva 2. On posera :

==()
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Au final, la matrice de changement de base est :
—1 1
m=(1)
1 /1 1
-1 _ *
H = 2 (—i 1)

et son inverse :

En pré-multipliant le systéme dynamique par H=', en posant Y(t) = H-1X(t) et c(t)

H=1b(t) il vient :

AN

Y(t) = AY (t) + c(t

A= (1(7i 131) et e(t) = (—ii_—tt>

soit de facon équivalente :

N—"

o

71(t) =1 —i)y(t) +i—t
y2(t) = (1 +iy2(t) —i—t

Ces deux équations différentielles linéaires d’ordre un complexes sont indépendantes. Pour
obtenir des solutions particulieres des équations complétes sont, on postule des solutions
polynomiales de la forme a + bt ou a et b sont des parameétres dans C identifiés en substi-
tuant la forme postulée dans chacune des ED complétes. Ensuite il ne nous reste plus qu’a
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augmenter les solutions particulieres avec les solutions générales des équations sans second
membre. A [’arrivée on obtient :

_ go(1—i)t 14i 1
yi(t) =pet—Dt 4 ()41
— 1+i)t 1—i 1
y2(t) = ae(ltDt 4 > Jt+ 5
et on a, avec Y (0) = H=1X(0) :
1 1 1
Bt+5 = y1(0) = 50,1+ 50,2
el 0 = —tag 4 )
(8% - = = ——2X -7
5 = Y2 50,1+ ST0,2

qui définissent les valeurs de o et 3. Revenons au probléeme initial, la solution pour X (t)
est donnée par X (t) = HY (t), soit :

z1(t) = —iy1(t) + iy2(¢)
z2(t) = y1(t) + y2(¢)

En remplacant e(1 Tt = ¢t (cost +isint) et el =Dt = et (cost — isint), on obtient :

z1(t) = z0,1€* cost+ (xo,2 — 1)elsint + ¢
zo(t) = zp1etsint+ (vo2 — 1)efcost +t+ 1
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SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1
Transformation équivalente du systéme

Exemple 2. On veut résoudre le systeme d’équations différentielles

sutvant :
y(t) =ax(t)+1
#(t) = 3x(t) — 2y(t) +1

On commence par réécrire ce systéme sous une forme matricielle...
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Exemple 2 (suite). Bouh!
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SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1
Caractérisation de la solution

Propriété 1. Si U(t) est une solution particuliere du systeme (2)),
alors X (t) est solution de si et seulement si X (t) — U(t) est

solution du systéme sans second membre : Z(t) = AZ(t).

Propriété 2. L’ensemble des solutions réelles (complexes) d’un

systeme linéaire sans second membre
X(t) = AX (1) (5)

pour t € Ry est un espace vectoriel sur R (C) de dimension n.
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Preuve 2 (de la propriété . Puisque ¥ (t) est une solution de de l’équation compléte,
nous avons b(t) = V(t) — AV(t), par définition nous avons aussi b(t) = X(t) — AX(t). Il
vient donc X (t) — W (t) = A(X(t) — ¥(t)). []

Preuve 3 (de la propriété . Soit une condition initiale Xo = (x1,0,...,Xn,0) € R"
(ou dans C™); soit X;(t) l'unique solution de telle que X;(0) = U;, ou U; est le i-

éme vecteur de la base canonique (1 =1,...,n), c’est-a-dire le vecteur U; = (u; ;) tel que
ui; = 1 st j = 1 et zéro sinon. Les n fonctions X;(t) sont linéairement indépendantes,
car leurs valueurs en t = 0 sont des vecteurs linéairement indépendants. Par linéarité

X(t) =2 " 1 x,0X4(t) est une solution de vérifiant X (0) = Xg. Ainsi, 'unique solution
de telle que X (0) = Xo est :

X(t) = in70Xi(t) (6)
=1

ol (@) définit [’ensemble des solutions de en fonction des conditions initiales. Il s’agit

donc d’un espace vectoriel de dimension n (voir le chapitre trois section cing de Philippe
Michel (1989)).
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SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1
Caractérisation de la solution

Théoréme 2. Si (v1,v2,...,v,) est une base de forme réduite pour
la matrice de transition A (les vecteurs colonnes v; forment une
matrice de changement de base H ), la solution générale de est :

X(t) = Zyz'(t)%; t e Ry (7)

ot y1(t),...,y2(t) sont les coordonnées de la solution Y (t) du
systeme transformé Y (t) = AY (t) telle que Y (0) = H=1X(0). Chaque

y;(t) est de la forme e itPi(t) o4 P, est un polynome de degré plus

petit que 'ordre de multiplicité r; de la valeut propre \;.
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Preuve 4 (du théoréme|2). Par définition nous avons X (t) = HY (t), ce qui donne [’équa-
tion @ car les vecteurs colonnes v; sont les colonnes de la matrice H. Dans la résolution
d’un sous systeme d’équations différentielles transformé sans second membre, on ob-
tient (pour la derniére équation) y,ir_ (t) = e**'Piy, (t) avec Piir, (t) constant égal a
Yitr, (0). Toujours dans le méme bloc, si on remonte a la ligne précédante en substituant
la solution pour y;4r, (t) on obtient une équation différentielle linéaire d’ordre un avec un
second membre variable (produit d’une exponentielle dont le taur de croissance est A\ et

d’une constante). On sait par la proposition 3 du chapitre 1 que la solution pour y;,, —(t)
dans cette équation est de la forme :

t
yi-l—rk—l(t) — ekkt (yi—l—rk—l(o) + / Pz’—l—rk (S)d5> — 6AktP@'+rk—1(t)
0
ot Pii,, _1(t) est un polynéme d’ordre un en t... Par récurrence arriére, la solution pour

yi+1(t) est de la forme e*ctP;1(t) ot P;11(t) est un polynome de degré inférieur a vy, (au
plus égal a i, — 1). L’argument s’applique de la méme facon a toute valeur propre \j.
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SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1
Caractérisation de la solution

Remarque 3. Dans le cas ou la matrice de transition est
diagonalisable, tout est beaucoup plus simple que dans le théoréme |2
car toutes les blocs sont de dimension 1. En effet, dans ce cas le
terme polynomial associé a l’exponentiel n’apparait pas (au dela de la
constante) car il n’y a pas de substitution de la solution pour y;(t)

(7 > i) dans I’équation i — 1.

Exemple 3. Soit le systeme dynamique X (t) = AX(t) avec :

12 1 1
A=|1 14 1
1 1 1

On peut montrer que la solution, étant donnée une condition initiale

Xo = (%1,0,22,0,%3,0), @ la forme suivante :
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SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1

Caractérisation de la solution

pourt € R,

1
— 2 ¢
X(t) _T10t széo 3.0 -5 | ¢
—1
1
21,0+ T30 — 2%20 _¢
3 N
_|_331,o + T2,0 + T30 o5

3
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Exemple 3 (éléments de preuve). Les valeurs propres de la matrice A sont —1/2, —1/2 et
5/2. Cette matrice est diagonalisable car on peut trouver trois vecteurs propres linéarement
indépendants :

1 1 1

V] = O |, vo=\|—-1], e wvyg=1|1

—1 0 1

D’ov la solution :
1 1 1
t t t

Xt)y=ae 2| 0 | +8e 2 |—-1]4+~e2 |1
—1 0 1

En évaluant cette solution générale ent = 0 et en comparant avec la condition initiale Xo
on tdentifie les coefficients a, B et 7. []
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE n

Une équation différentielle faisant intervenir linéairement le niveau de
x et ses n premiéres dérivées est une équation différentielle linéaire
d’ordre n. On supposera que celle-ci s’écrit sous la forme suivante (en

normalisant le coefficient sur la dérivée n-iéme) :
() = a2V () + agr ™D (t) + -+ anz(t), teRL  (8)

On supposera aussi que a,, # 0, sinon il s’agit d’une équation
différentielle d’ordre n — 1 en posant y(t) = x(t).

On suppose, pour l'instant, que cette équation n’admet pas de second
membre. L’introduction d’un second membre variable ne pose pas de
probléme spécifique (on procéde alors en deux étapes comme
d’habitude : solution particuliére de 1’équation comlpléte + solution

générale de I’équation sans second membre).
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE n
Notation matricielle

L’équation différentielle linéaire d’ordre n (8) admet une

représentation matricielle.

L’équation différentielle est équivalente au systéme :

t1(t) = arx1(t) + agwa(t) + -+ - + anxy(t)
jﬁg (t) = Qfl(t)

in(t) = zn_1(t)

10 octobre 2010 Université du Maine, GAINS & CEPREMAP Page 31



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE n
Notation matricielle

Soit, en posant X (t) = (z1(t), x2(t),...,z,(t))’, de fagon équivalente

X(t) = AX(t) (10)
(al as .. an\
1 0 0
A=]10 1 0 0
. 0
\0 L1 0)

10 octobre 2010 Université du Maine, GAINS & CEPREMAP Page 32



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE n

Propriété 3. L’ensemble des solutions réelles (complexes) de
l’équation différentielle linéaire d’ordre n est un espace vectoriel
sur R (C) de dimension n. Les conditions initiales 2(0), () (0), ...,

(=1 (0) déterminent une unique solution.

Propriété 4. Le polynome caractéristique de la matrice A dans le

systeme (10) équivalent a I’équation différentiel linéaire d’ordre n est :

xaAA) = (=D)"(A" —aq A" —a N — o —ap X —a,)  (11)
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Preuve 5 (de la propriété . Dairect par la pmpriété

Preuve 6 (de la propriété[4). On a :

xa(A) =|A = A,

al— A\ a2 ... Qn—1 Qan

1 . U 0

. 0 1 —A 0
: —A 0
0 1 —A

En multipliant la derniére colonne par 1/x et en remplacant l’avant derniére colonne par

[’avant derniére colone plus la derniére transformée, on a de facon équivalante
a

ap — A ao an—1+ 5 5
1 -\ ... 0
0 1 —A\ X 0
xXa(A) =
: Y 0
0 0 —1

En remontant vers la premiére colonne en appliquant toujours cette méme transformation,
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on a encore !

al—)\—l—aTQ

+oot Rt aet+ R+t s e Gno1+ AR
0 —1
0 0 —1

o o>ff

xXa(A) =
. . —1 0
0 0 —1

Ainsi, calculer le déterminant de A revient a calculer le déterminant d’une matrice trian-
gulaire supérieure (c’est-a-dire en faire le produit des éléments sur cette matrice). Nous
avons donc :

a2 an —
xa®) = (a1 = A+ 2+ 4 2 ) x (-1

En multipliant par —\"~! on retrouve (11). []
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE n

On suppose que xa(A) posséde m < n racines distinctes (il s’agit
aussi des valeurs propres de la matrice A) A\; de multiplicité r;

(D> jeiTE =),

Propriété 5. La solution générale de ’équation différentielle linéaire
d’ordre n sans second membre est :

m 7rr—1

x(t) = Z Z apptPe™t t e Ry (12)

k=1 p=0
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Preuve 7 (de la propriété @ Dairect en appliquant le théoréme au systeme

34-1
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE n
Avec second membre variable

On considére ’équation différentielle linéaire d’ordre n suivante :
2 (t) = a "V () Fagz " () 4+ A anx(t) +b(t), teR, (13)

ou {a; e R;i=1,...,n}, a, # 0 et b(t) une fonction continue de R,
dans R.

En ajoutant & une solution particuliére ¥ (t) de I’équation compléte

(13) la solution générale de I’équation sans second membre (8), on

obtient la solution générale de (13). En effet, x(¢) est solution de (13

si et seulement si x(t) — 1) (¢) est solution de (8). II ne reste alors plus
qu’a déterminer les n parameétres d’intégration a 1’aide de la
condition initiale.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE n
Avec second membre variable

Propriété 6. Dans le cas 1 (t) = e’ Q(t), ot Q est un polynome
d’ordre n en t, l’équation différentielle linéaire avec second membre
(13) admet une solution particuliere de la forme e®* R(t) ou t"e* R(t),
avec R un polynéme de degré n en t, selon que b n’est pas racine ou

est racine d’ordre r du polynéme caractéristique (11)).
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STABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE

On s’intéresse au systéme
X(t) = AX(t), teR, (14)

Définition 2. On dit que la matrice réelle n x n A est d-stable
(différentiellement stable) si toute solution X (t) de (14)) tend vers 0

quand t tend vers +o0.

On dit alors que 1’état stationnaire nul de (14)) est globalement stable.

Plus généralement, une dynamique de la forme X (t) = AX(t) + b
pour t € R, , on pose X™ une solution constante c’est-a-dire une un
point de R" vérifiant AX* + B =0 (& X* = A"'B si A est de plein
rang). [’état stationnaire X* est globalement stable dans R™ si pour
toute condition initiale X, € R”, la solution de X (t) = AX(¢t) + B
telle que X (0) = Xy tend vers X* quand ¢ tend vers +o0o. X* est

globalement stable si et seulement si A est d-stable.
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STABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE

Théoréme 3. Pour que la matrice A soit d-stable, il faut et il suffit

que toutes ses valeurs propres soient de partie réelle négative.

Cas particuliers :
—n=1, A= (a) est d-stable ssi a < 0.

a b
-n=2A= est d-stable ssi tr(A) < 0 et |A| > 0.
c d

— Une matrice symétrique A est d-stable si et seulement si les
déterminants de ses mineurs principaux vérifient :

(—1)? A1 >0 pour toutl <p<n

Proposition 1. Pour que le polynéme \3 + a)\? + b\ + ¢ ait ses
racines de partie réelle négatives, il faut et il suffit que ses coefficients
vérifient :a>0,b>0,c>0etab>c
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Preuve 8 (du théoréme [3). On aborde établit la condition nécéssaire et suffisante don-

née dans le théoreme en établissant successivement la condition nécessaire et la condition
suffisante.

Condition nécéssaire. On suppose que la matrice A est d-stable. Soit A = a + ib

une valeur propre de A ; soit v € C™ \ {0} un vecteur propre associé (il vérifie donc

Av = Mv). Alors Z(t) = e v est une solution (complexe) de (14)), car nous avons :

Z(t) = Xe v = e MAv = AZ(t)

Soit v; un élément non nul de v (une coordonnée). La fonction compleze z;(t) = v;e™?t
tend vers 0, ce qui implique que |z;(t)| = |vi|e?? tend vers 0 quand t tend vers l’infini
(puisque A est d-stable), donc que a est négatif.

Condition suffisante. On suppose que toutes les valeurs propres A\, de multiplicité
T, de A sont de parties réelles négatives ap, < 0 (kK = 1,...,m). Soit X(t) une
solution de (14)). Alors, pour chaque coordonnées x;(t) de X(t), on a :

01 =[S erao] < 3o s
etar, <0 (k=1,...,m) zmplzque donc que :cz(t) converge vers zéro lorsque t tend
vers infini. Ainsi X (t) tend vers zéro et la matrice A est d-stable. L]

Preuve 9 (de la proposition . Poser trois racines (dans C) A1, A2 et A3 du polynome.
Puis par identification en développant (A—A1)(A—X2)(A—A3) exprimer a, b et c en fonction
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des racines. Montrer que ab — c = —(A2 + A3)(b+ A\?). Ensuite discuter en fonction de la
nature des racines (trois réelles ou deuzr complexes conjuguées et une réelle).
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STABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE

Propriété 7. St la matrice carrée n X n A a éléments réels est
d-stable, alors sa trace est négative et son déterminant est du signe
de (—1)P :

Propriété 8. Sile polynéome x a(\) a toutes ses racines de partie
réelle négative, alors tous les coefficients de x a(\) ont le méme signe.
Définition 3. Une matrice carrée n x n A = ((a;;)) G éléments réels
est a diagonale négative dominante s’il existe n nombres d; > 0
(t=1,...,n), tels que l'on a :

—d;a;; > Zdi\aij\, 1 <ilegn
J7i
Propriété 9. Une matrice a diagonale négative dominante est
d-stable.
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Preuve 10 (de la propriété. Dzirect en remarquant que la trace est la somme des valeurs
propres et que le déterminant est le produit des valeurs propres (on sait aussi que si x = a+ib
et siy=a—ib avec a <0, alors x+y <0 et xzy > 0).

Preuve 11 (de la propriété[8). Nous avons :

XA(A) = (1)"(A" +a1A" T 4 an—1A +an)
=(=1D)"A=A1)A=A2)...(A = An)
Si A1 < 0, les coefficients de A — A1 sont positifs; si \1 =a+ib et a <0, ona : (A —a —
ib) (A — a + ib) = A% — 2a\ + a® + b? ou les coefficients sont tous positifs. Ainsi le produit
(A=A (A= X2)...(A— An) est égal au produit de polynémes du premier degré et du second
degré o coefficients réels positifs. On en déduit que tous les coefficients de
A"+ ai A" 4 a1 A tan

ont le méme signe. []

Preuve 12 (de la propriété @) Soit la valeur propre complexe A\ = o +i8 de A et v
son vecteur propre, nous avons donc Av = Av. Choisissons un indice k tel que vkl/d;, =
max;{lvjl/d;,1 < j < n} ou v; est la i-éme coordonnée de v. On a :

Vg
(A = agr)vrl = | D arjvi| <D |akj|djd_
J#k i#k &
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On déduit de |vi| # 0 et de la définiteon d’une matrice & diagonale négative dominante :
|((A — agr)ve| < agjld; < —akkds

D o
a—agk < |la—akk| <A —agk| < —agk
et o < 0.
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STABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE
CNS de Routh-Hurwitz

Soit xa(A\) = A" +a AN+ +a,_1 A+ a,. On construit la
matrice suivante :

(0»1 as as ... 0Aa2n-3 azn—:s\
I ax a4 ... aop—g aon_2
0 a1 a3z ... agp—5 a2p—3
R =
O ]. CLQ o o a/2n_ a2n_4
\0 0 0 ... an> an /
ol Gpi; =0 pouri=1,...,n— 1. On peut montrer qu'une condition

nécéssaire est suffisante pour que toutes les racines du polynéme
soient de parties réelles négatives est que tous les déterminants des

mineurs principaux de R soient positifs.
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STABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE
CNS de Routh-Hurwitz

Exemple 4. Dans le cas d’un polynome d’ordre 2 (\> + a1\ + as),
nous avons :

Les racines sont de parties réelles négatives si et seulement si :

a; >0 a1 >0
S

airaz > 0 as > ()

nous retrouvons la condition évoquée a la fin du chapitre 1.
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STABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE
CNS de Routh-Hurwitz

Exemple 5. Dans le cas d’un polynéme d’ordre 3
(A% + a1 \? + as X + a3), nous avons :

a; das 0
R = 1 a9 0
0 a1 das

En appligant les conditions de Routh-Hurwitz on retrouve la

proposition 1]
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