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1 Introduction

Dans ce chapitre nous discutons les propriétés du modele VAR. On supposera que les parametres du modele

sont connus et nous renvoyons la discussion de l'estimation de ce type de modéle au chapitre suivant.

2 Définitions

Soit v+ = (y1t,--- ,th)' un vecteur colonne de K séries temporelles. Le modele VAR(p) est défini par la
récurrence suivante :

Y=v+Ay+ -+ Apy—p + e (2.1)

oules 4; (i =1,...,p) sont des matrices K x K de coefficients, v est un vecteur K x 1 de coefficients et u; est
un bruit blanc multivarié (K x 1) d’espérance nulle et de variance ¥,, (une matrice symétrique définie positive

de dimension K x K).

2.1 Le modeéle VAR(1)

Concentrons nous sur le modele avec un seul retard sur le vecteur de variables endogenes (p = 1). Nous ver-

rons plus loin que nous pouvons toujours nous ramener a ce modele.

Vous avez déja rencontré, sans le savoir, des processus VAR(1). En effet, on peut montrer que tout processus
AR(p) peut s’écrire sous la forme d’'un processus VAR(1) de dimension p. Soit le processus scalaire {z;} AR(p)
défini par:

Ty = P1Ti—1 + P22+ -+ PpTi_p + €

Posons :
Tt €t
Ti—1 0
Yy = et w =
Lt—p+1 0
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des vecteurs p x 1. Définissons la matrice p X p:

Y1 P2 e e Pp
1 0 0
Ai=10 1 0 ... 0
0 0 1 0

Nous avons alors :

Ye = Arye—1 +ug

en effet la premiére ligne de cette équation matricielle (il s’agit d'un systéme d’équations linéaires) nous dit
que le premier élément de y; est égal au produit de la premiére ligne de A; par y:—1 plus le premier élément

de uy, c’est-a-dire :

p
Ty = E A 1iTe—i + €&
i=1

olt A 1; est le i-eme élément de la premiere ligne de A;. Nous retrouvons donc notre processus AR(p) :
Ty = P1Ti—1 + P22+ -+ PpTi_p + €

Les équations suivantes du systéeme de p équations définissent des identités (déterministes). Par exemple,
I'équation j nous dit que x,_; est égal au produit de la ligne j de A, par y;_; plus zéro, c’est-a-dire : z;_; =
x¢—;. Si on peut toujours écrire un AR(p) sous la forme d'un VAR(1), la réciproque n’est pas vraie. Le premier
élément de y; n’est pas un AR(1) si la matrice A; n’est pas de la forme particuliére postulée au-dessus. Plus
généralement, par exemple pour une matrice A; pleine quelconque, le premier élément de y; est un processus
ARMA. Dans la suite on s’intéresse au modele VAR(1) dans le cas général (c’est-a-dire pas dans le cas otril y

équivalence avec un modele AR(p)).

Supposons que la condition initiale soit en ¢ = 0. Par récurrence arriére nous pouvons exprimer y; en fonction
de la condition initiale yy, de v, de A;, de I'innovation présente et des innovations passées :

t—1

t—1 ;
yo = (Ig + Ay + -+ AT v + Alyo + E Ajug—;

=0
Plus généralement, si la condition initiale est y;_ » avec éventuellement 7 — oo lorsque nous remontons jusqu’a
I'origine du monde, nous avons :

T—1

ye=Ug+A1+-+ AT )+ Ay + E Ajui—;
=0
Dans le premier terme nous reconnaissons une série géométrique (matricielle). Si les valeurs propres de la
matrices A; sont a I'intérieur du cercle unité alors la limite de ce terme est finie lorsque 7 — oco. Nous avons
dans ce cas :

(Ig + A1+ + AT Y — (Ixg — A) M

T—00

Si les valeurs propres de A; sont inférieures a un en module alors A] tend vers 0 lorsque 7 tend vers l'infini,



ainsi l'effet de la condition initiale sur y; est d’autant plus faible que la condition initiale s’éloigne vers le
passé. Enfin, nous pouvons montrer que sous la méme condition (les valeurs propres de A; sont inférieures a
1 en module) Y2 Aju;_; existe en moyenne quadratique car la suite de matrices { A}, 7 € N} est absolument
sommableﬂ Au final, si toutes les valeurs propres de A; sont a l'intérieur du cercle unité, alors nous pouvons

écrire 1, sous la forme suivante :

Yt = p+ Z Al pour touti € Z (2.2)
i=0

avec

o= (IK — Al)_1V

L'équation (2.2) un modele MA(co) du modeéle, il s’agit de la solution de ’équation récurrente stochastique

définie par le modele VAR(1).

Définition 2.1. Le modele VAR(1) est stable si toutes les valeurs propres de la matrice autorégressive Ay sont inférieures

a un en module.

A partir de la forme MA(oo) on peut facilement calculer les moments d’ordre 1 et 2 du processus VAR(1). On

montre directement que I'espérance est donnée par :

Ey:] = p (2.3)

On obtient presque aussi facilement la fonction d’autocovariance. Par définitio nous avons :

Ly(h) =E[(ye — 1) (ye—n — 1)’

En substituant la forme MA(0) il vient :

n

Ty(h) =E | lim > > AR [uuf_,,_;] A
n—oo
i=0 j=0

/

Puisque u; est un bruit blanc, nous savons que E [ut,iu;_ he 7} est non nul si et seulementsit —i =t —h — 7,

C’est-a-dire si et seulement si ¢ = h + j. Ainsi, nous avons :

Ty(h) = lim $~ APy, A7
=0

ou encore, puisque {A},i € N} est absolument sommable,

Ty(h) = > Altin, Al (2.4)
i=0

La limite limp—o0 > _,, |A%| < 0o existe.

2Notons que la matrice d’autocovariance d’ordre h est égale a la transposée de la matrice d’autocovariance d’ordre —h, T'y(h) =
Yy(=h)".



En particulier la variance de y; est définie par :
Vin] =Ty(0) =3 Ai¥uAY (25)
i=0

Par construction il s’agit d’une matrice symétrique (ie V [y;] = V [y;]") définie positive.

Remarque 2.1. Nous avons calculé les moments en supposant que la condition initiale est tres éloignée dans le temps
(T — 00), nous avons supposé que le processus VAR(1) tourne depuis I'origine du monde. Pour étre plus précis, on parle
parfois de moments asymptotiques. Les moments asymptotiques d’un modéle VAR stable ne dépendent pas du temps. Si

la condition initiale n’est pas en —oo alors les moments dépendent généralement de t.

Exercice 2.1. Calculez 'espérance et la variance de y, ~ VAR(1) si la condition initiale est yo € RX et si les valeurs
propres de la matrice autorégressive Ay sont toutes inférieures a 1 en module. Montrez que ces moments tendent vers les

moments asymptotiques lorsque t tend vers l'infini.

Exercice 2.2 (suite de I'exercice 2.1). Quelles conditions faut-il formuler sur la condition initiale yo pour que I'espé-

rance et la variance de vy, soient invariantes ?

En pratique on ne calcule pas la variance a partir de la forme MA(oc0). En appliquant 1’opérateur variance a la

définition du processus VAR(1), nous avons :

Viye] = V[Ary—1 + ui
= V[Ayi—1] + V[u]
= A1V [y—1] AL + 2,
ol la deuxiéme égalité vient de 1'orthogonalité entre I'innovation et le passé de y; et la troisieme vient des

propriétés de la variance et de la définition de u;. Si le modele VAR est stable alors la variance asymptotique

ne dépend pas du temps, V [y;—1] = V [y], et nous avons donc :
Vye] = AV [ye] A + 3y
Nous devons résoudre cette équation en V [y;] pour obtenir la variance. En vectorisant cette équation, il vient :
vecV[y:] = (41 @ Ay) vecV [ys] + vec Z,,

soit de fagon équivalente :

vecV [y = (T2 — 41 ®A1)_1vec2u

2.2 Le modele VAR(p)

II est possible de transformer un modele VAR(p) en modele VAR(1) en augmentant le nombre de variables
endogenes (de la méme fagon qu'il est toujours possible de se ramener d’une équation différentielle d’ordre
n a une équation différentielle d’ordre 1). Nous pouvons donc généraliser assez facilement les résultats de la

section



Nous pouvons écrire le modele VAR(p) défini par (2.1) de la fagon suivante :

Yi=v+AY 1+ U (2.6)
avec:
Yt
Yt—1
Y, =
Kpx1
Yt—p+1
v
0
v =
Kpx1
0
(7
0
U, =
Kpx1
0
et la matrice compagnon :
A Ay A,
Iy 0 0
KpxKp
0 Ix O

Une condition de stabilité du modele VAR(p) est donc simplement que les valeurs propres de la matrice com-
pagnon A sont inférieures a un en module. Nous proposons une condition alternative de la stabilité du modele
VAR(p) et nous montrerons plus loin en quoi elle est liée a la condition sur les valeurs propres de la matrice

compagnon.
Définition 2.2. Le modele VAR(p) est stable si det (Ix, — Az) # 0 pour tout |z| < 1.

En utilisant les propriétés du déterminant, on établit facilement 1’équivalence avec la définition suivante :
Proposition 2.1. Le modele VAR(p) est stable si det (Ix — Ayz — Axz® — ... ApzP) # 0 pour tout |z| < 1.

Preuve 2.1. Dans le cas d'un modeéle VAR(p), nous avons :

Ig — A1z —Asz ... Apz

—ZIK IK 0 0

det(IKpfAz): 0 —ZIK IK 0
0 —zlx Ik

RAPPEL : Si on multiplie une colonne (ou a fortiori un groupe de m colonnes) par une constante et additionne le

résultat a une autre colonne (ou un autre groupe de m colonnes), le déterminant de la matrice n’est pas affecté.



En multipliant les K dernieres colonnes (qui correspondent au retard p) par z et en ajoutant le résultat au K colonnes

précédantes, nous obtenons :

Ik — A1z —Asz ... Ap_1z+ Ap22 Apz

—zlK % 0 0 0

det (Ixp — Az) = 0 —z2I Iy 0 0
0 0 Ix

Cette transformation permet d’éliminer le bloc —zIy sous la diagonale de la matrice. Nous répétons cette transformation

en parcourrant la matrice vers la gauche. Aprés p — 2 répétitions sur des bloc de K colonnes, nous obtenons :

T — Ajz— Ag2? — . AP X
det (Igy — Az)=| 1777 P

0 Ik (p-1)

ot 2" est une matrice K x K(p — 1) dont la connaissance précise n’est pas nécessaire. De fagon équivalente, nous avons
finalement :

det (Igxp — Az) = ’IK—Alz—A222—...Apr|
O

Cette proposition nous dit que si les racines du polyndéme retardE] sont supérieures a 1'unité en module, alors

le modele VAR(p) est stable. Une condition alternative de stabilité est donnée par la proposition suivante :
Proposition 2.2. Le modeéle VAR(p) est stable si les valeurs propres de A sont inférieures a un en module.
Preuve 2.2. En factorisant z, nous avons :
det (I, — Az) = det (2 (Igpz~' — A))
= 2KPdet (IK,,Z*1 - A)

Les valeurs de /= qui annulent le déterminant sur le membre de droite de la derniere égalité sont les valeurs propres de
la matrice compagnon A. Si les valeurs propres sont toutes a l'intérieur du cercle unitaire, alors la condition est

nécessairement satisfaite, le modele VAR(p) est donc stable. O

Exemple 2.1. Soit le modele VAR(1) dans R? (ie p = 1 et K = 3) suivant :

0,1 0,5 0 0
Y= 10,21 +10,1 0,1 0,3]Yt—1+ ut
0,3 0 0,2 0,3

Les racines du polyndme retard sont les valeurs de z qui satisfont :

1 00 0,5 0 0
01 0f[-]01 01 03]|xz=0
00 1 0 0,2 0,3

3Notons qu’il s’agit d’un polynome retard matriciel, voir l'équationpour une définition du polyndme retard associée a un VAR(p).
Les racines d’un polynéme retard .7 (L) sont les valeurs de z telles que le déterminant det (<7 (z)) est nul.



c’est-a-dire les valeurs de z telles que :

1-0,5z 0 0
-0,1z 1-0,1z -0,3z |=0
0 —-0,2z 1-0,3z

ou encore :
1-0,1z -0,3z
(1-0,52) =0
—-0,22z 1-0,3z

& (1-0,52)(1 —0,42 — 0,032%) =0

Les racines du polyndme retard sont donc :
21 =2, zo=21525¢t z3 = —15,4858

Elles sont toutes plus grandes que 1 en valeur absolue, le modele VAR(1) est donc stable.

Notons que dans cet exemple les racines du polynome retard sont réelles, ce n’est pas toujours le cas, comme

le montre I’'exemple suivant.

Exemple 2.2. Soit le processus VAR(2) dans R? (ie p = 2 et K = 2) suivant :

0,1 0,5 0,1 0 0
Yt = + Y1+ Yt—2 + Uy
0,2 0,4 0,5 0,25 0

Les racines du polynome retard sont données par :

10 0,5 0,1 0 0} , 5 3
det — X z— z2| =1—-—2+4+0,212 —0,0252° =0
0 0 0,4 0,5 0,25 0
c’est-a-dire :

21=1,3, zo=3,55+4,26iet z3 = 3,55 + 4, 26i

Nous avons |z| = |z3| = /3,552 + 4,262 = 5, 545, ainsi toutes les racines du polyndme retard sont supérieures a 1 en
module, le modele VAR(2) est stable.

Notons que, méme si deux des racines du polynéme retard sont complexes, le VAR(2) décrit dans cet exemple
caractérise la dynamique de variables réelles. La présence de racines non réelles (ie dans C — R) traduit la

présence de composantes cycliques dans les variables étudiées.

2.3 Lareprésentation moyenne mobile d'un modele VAR(p)

Nous avons vu qu'il est possible d’écrire le modele VAR(p) (2.1) sous la forme d'un modele VAR(1) grace a la
forme compagnon :
Yi=v+AY, 1 + U,



Si la condition de stabilité est satisfaite alors par récurrence arriére nous pouvons écrire ce modele sous une
forme moyenne mobile infinie :
o0
YVi=p+Y AU,
=0
A partir de la forme moyenne mobile de {Y;} on peut obtenir la forme moyenne mobile de {y;}. Pour cela, on
définit la matrice K x Kp de sélection :

J = (Ix,0,...,0)

On vérifie que cette matrice de sélection satisfait JJ' = I et

Ix 0O 0

0 0 0
J'J =

0 R 0

Cette matrice (disons .# = J'J) peut étre considérée comme un élément neutre pour les vecteurs de la forme
U, (ou p), dans le sens :

jUt:Ut

Notons que ceci tient a la forme tres particuliere du vecteur U; qui est un vecteur dont toutes les entrées sont
nulles a I'exception des K premieres. En pré-multipliant la forme moyenne mobile de {Y;} par la matrice J, il
vient :

Yy =Jp+ Z JA'U;_;
=0

On a encore :

o0
Yy = M+ZJAifUt—i
i=0

puisque 'application de .# a U;_j, laisse U;_, inchangé. Ainsi, nous avons :
oo
Yy = p+ Z JA T uy—;
i=0

puisque J sélectionne les K premieres lignes de U;. En définissant ®; = JA’J’ une matrice K x K, nous avons

finalement :

Yy =p+ Z Diup—; 2.7)
i=0

A partir de cette représentation, nous pouvons calculer les moments d’ordre 1 et 2 de {:}. En appliquant

I'opérateur espérance nous avons directement :



Pour la fonction d’autocovariance, nous avons :

Ly(h) =E[(y: — ) (ye—n — 1)

o) (B

E|Y > @i ;| =Y OE [uiui_p_;] ¥

i=0 j=0 i=0 j=0

=E

Finalement, en remarquant que E [ut_iuL he j} est non nul si et seulement sit —i =t — h — j, c’est-a-dire si et

seulement si j + h = ¢, nous avons :

Ty(h) = ®i1n%u®;
=0

Le probleme est que nous ne connaissons pas explicitement les matrices ®; (nous savons seulement que
®, = I). Dans la suite nous décrivons un algorithme pour calculer les matrices de la représentation moyenne

mobile.

On note L 'opérateur retard, c’est-a-dire l'opérateur tel que Ly, = ;1 et plus généralement Ly, = y;_j. En

utilisant cet opérateur nous pouvons écrire le modele VAR(p) de la fagon suivante :
Yy = v+ (AL + AsL? + - + A LP)y, + uy

ou encore :

A(L)y: = v+ uy (2.8)
ou le polyndéme retard A(L) est donné par :
A(L)=Ig — AyL — AgL? — .. A LP (2.9)

Posons :

®(L) = i ;L
=0

un autre polyndme retard tel que :
®(L)A(L) = Ik

En pré-multipliant par ce polyndéme retard, il vient (par définition) :
yr = ©(L)v + ®(L)u,

comme le retard d’une constante est la constante elle méme, on a ®(L)rv = &(1)rv et donc:
oo [e )
Yt =V Z D, + Z Diup—; (2.10)
=0 =0

On dit que le polyndme ®(L) est I'inverse du polynéme A(L) et on notera souvent ®(L) = A(L)~'. Le po-
lynome A(L) est inversible si det (A(z)) # 0 pour tout |z| < 1. Si cette condition est satisfaite les matrices de

coefficients ®; sont absolument sommables et donc le processus moyenne mobile A(L)'u,; est bien défini. Il



est possible d’identifier les matrices ®; en notant que par définition de ®(L) nous avons :
I = ((I)0+(I)1L+(I)2L2+-'-+) (IK—AlL—A2L2—~-~—Apr)
soit en développant et regroupant les termes par puissance sur 1’opérateur retard :

I = ®g+ (&) — DgA) L+ (Py — P1A] — DoA) L2 + ...

h
+ c1>h—2<1>h_jAj "

Jj=1

+...

On voit immédiatement que @, doit étre égal a la matrice identité Ik et que les termes associés aux puissances
strictement positives de ’opérateur retard L doivent étre nuls. Ainsi, nous pouvons identifier les matrices de

la forme moyenne mobile infinie a partir de la récurrence suivante :

By = Iy
B, = DA,
Dy = D1 A1 + PpAs

@.11)

h
Oy =) By jA,
j=1

ot A; = 0 pour tout j > p. L'espérance . de {y,} est obtenue de la facon suivante :
p=0Nw=A01)"v=Ig — A —---—A,) v

Exemple 2.3 (Suite de 'exemple 2.2). Dans le cas d’'un processus VAR(2), les matrices de la représentation MA(cc)

sont définies par la récurrence suivante :

By = Iy
P, = A
By = D1 A) + Ay = AT + Ay

B3 = PoAy + 1Ay = A} + As Ay + A1 Ay

Q) =Py 1 41 + P04y

Etant données les valeurs numériques dans l’exemple nous avons :

(0.5 0.1 (0,29 0,1 0,21 0,079

P, = Py = D

0,4 0,5) 0,65 0,29) 0,566 0,21

10



On peut vérifier que les matrices ®; tendent vers zéro (de fagon non monotone ici) lorsque i — oo, autrement ces matrices

ne seraient pas absolument sommables.
Notons que la représentation moyenne mobile d’'un modele VAR n’est pas toujours d’ordre infini.

Exercice 2.3. Soit le modele VAR(1) dans R? suivant :

0 «
Yy = v+ Ye—1 + Uy
0 0

avec o un parametre réel. Ecrivez la représentation moyenne mobile de ce processus.

2.4 Processus stationnaire

Définition 2.3. Un processus est (asymptotiquement) stationnaire au second ordre si (pour une condition initiale parti-

culiére) ses moments d’ordre 1 et 2 sont invariants.

Autrement dit un processus {y; } est stationnaire si :
Ely:] = p pour tout ¢

et
E[(yt — p)(ye—n, — p)'] =Ty(h) =Ty (—h)" pour tout ¢ et pour tout h € N
La fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire ne dépend que de h (et pas de t).

Définition 2.4. Un processus est stationnaire si la distribution jointe de n variables consécutives (Yi+1, Yi+2, - - - » Yt+n)

ne dépend pas de t.

Notons que cette derniére définition est plus générale que la définition [2.3| de stationnarité au second ordre.
Si un processus est stationnaire, alors il est stationnaire au second ordre (la réciproque n’est pas vraie). Par

construction, un bruit blanc est stationnaire.
Proposition 2.3. Un processus VAR(p) stable est stationnaire au second ordre.

Preuve 2.3. Nous avons déja vu qu'il est possible d’écrire la forme moyenne mobile infinie d'un processus VAR stable.
Nous avons vu aussi comment calculer I'espérance ainsi que la fonction d’autocovariance du VAR(p) a partir de la forme

moyenne mobile et vu que dans ce cas ces moments ne dépendent pas du temps. O

Cette proposition explique pourquoi on associe souvent la condition de stabilité a une condition de stationna-
rité. Le théoreme suivant donne un résultat général sur la représentation des processus stationnaires au second

ordre.

Théoreme 2.1 (Décomposition de Wold). Tout processus stationnaire au second ordre {x;} peut s’écrire comme la

somme de deux processus non corrélés {z} et {y:},
Ty = 2t + Yt

ol zy est un processus déterministe qui peut étre prédit parfaitement a partir de son passé et y; est un processus admettant

une représentation moyenne mobile,

oo
ve=> P
=0

11



oit &g = I, u, est un bruit blanc et la somme Y~ | ®;u,_; est définie en moyenne quadratique méme si les {®;}5°, ne

sont pas nécessairement absolument sommables.

Si nous supposons que la partie déterministe du processus qui nous intéresse est son espérance, ce théoreme
nous dit que tout processus stochastique stationnaire au second ordre peut s’écrire sous la forme d"un MA(c0).
Si de plus nous supposons que les {®;}22, sont absolument sommables, alors le polynome retard ®(L) est
inversible, on notera A(L) = ®(L)~'. Ainsi {y;} a une représentation VAR avec éventuellement un nombre

infini de retards :

o0
Yt = ZAiyt—i + uy
i=1

Puisque les {®;}22, sont absolument sommables, nous avons A; P 0 et donc nous pouvons approximer ce
VAR(oc0) par un modele VAR(p) pour un nombre de retard p assez grand. Ainsi le théoréme de décomposition
de Wold suggere que le modele VAR(p) peut nous permettre de caractériser tout processus stationnaire au se-
cond ordre. Ce résultat souligne 1'intérét de la modélisation VAR ; supposer que les données sont générées par
un VAR(p) n’est pas une hypothese trop forte, dés lors que I’'on admet que le processus d’intérét est stationnaire

au second ordre.

2.5 Moments d’ordre 2 d'un modele VAR(p)

Nous pourrions obtenir la fonction d’autocovariance du modeéle VAR (2.1) a partir de la forme compagnon
(2.6) et de la représentation moyenne mobile. Comme dans la section 2.1 nous montrons ici comment calculer

la fonction d’autocovariance sans passer par la forme MA(co).

Nous avons par définition de I'espérance :
y— =AY — )+ -+ A (Y—p — 1) + g
En post-multipliant y; — p par sa transposée puis en appliquant l'opérateur espérance, nous obtenons :
Fy(()) = Ale(—l) +oe Apry(_m + 2.

soit encore :

[y(0)=AT,(1) +---+ AT, () +2, (2.12)

et Vh > 0 nous avons :

T, (h) = ATy(h—1) +--- + AT, (h — p) (2.13)

Le systeme d’équations (2.12) et (2.13) sont les équations de Yule-Walker. Si on connaitI',(0), ', (1), ..., T’y (p—1),
alors on peut décrire la fonction d’autocovariance pour tout A > p a partir de la récurrence (2.13). Nous avons
ici p matrices K x K inconnues et nous disposons de p équations matricielles. Nous pouvons donc obtenir la

fonction d’autocovariance en résolvant un systéme d’équations linéaires.

Une approche alternative est de passer par la forme compagnon, c’est-a-dire 1’écriture sous la forme d'un
VAR(1) du processus VAR(p). En appliquant I'opérateur variance sur le VAR(p), équation (2.6),on obtient di-
rectement :

Iy (0) = ATy (0)A' + Xy

12



y(0) y(1) Ty(2) y(p—1)

r,(1) ,(0) T,(1 J(p—2

Iy (0) = (1) (0) Ty(1) (r—2)
r,(p—1) I'y(0)

En appliquant I'opérateur vec, on obtient directement :
vecTy (0) = (I(xpy — A®A) ™ vee Sy (2.14)

Exemple 2.4 (Suite de 'exemple2.2). La matrice compagnon est donnée par :

0,5 0,1 0 0
0,4 0,5 0,25 0
1 0 0 00
0 1 0 0 0
en supposant que :
~ (0,09 0
Lo 004
ona:
0,09 0 0 0
S 0 0,04 0 O
0 0 0 0
0 0 0 0
Pour initialiser les équations de Yule-Walker, nous devons calculer :
R EURRE
r,(1)" Ty(0)
En appliquant (2.14), nous avons :
0,09
0
0
0
vecly(0) = (Iis—A @A) | 0
0,04
0
0
0sx1
On obtient :
0) = 0,131 0,066 et T,(1) = 0,072 0,051
0,066 0,181 0,104 0,143
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puis en utilisant la récurrence :

r,(2) = 0,5 0,1 0,072 0,051 N 0 0 0,131 0,066 _ 0,046 0,040
0,4 0,5 0,104 0,143 0,25 0 0,066 0,181 0,113 0,108
puis
r,(3) = 0,5 0,1 0,046 0,040 N 0 0 0,072 0,051 _ 0,035 0,031
0,4 0,5 0,113 0,108 0,25 0 0,104 0,143 0,093 0,083
et caetera.

Terminons en définissant la fonction d’auto-corrélation d’un processus VAR. La fonction d’autocovariance est
souvent difficile a lire, pour en faciliter I'interprétation on la normalise. Soit D une matrice diagonale contenant

les racines carrées des éléments sur la diagonale de I, (0) :

a0 L 0
b 0 Vg2 O 0
0

0 0 VKK

La fonction d’autocorrélation est définie par :
R,(h) =D~'T',(h)D~! (2.15)

Par construction, les éléments sur la diagonale de R, (%) sont égaux a 1.

Exemple 2.5 (Suite de 'exemple[2.2). On a directement

1 —1
R (O) 0,3619 0 0,131 0,066 0,3619 0 1.0000 0.4286
h = =
0 0, 4254 0,066 0,181 0 0, 4254 0,4286 1,0000
0,5496 0,3312
Ry(1) =
0,6754 0,7901
et caetera.

3 Les modeles VAR avec Octave

Dans cette section nous montrons comment utiliser Octave pour étudier des modeles VAR. Avant de montrer
comment utiliser Octave pour générer des séries temporelles artificielles, nous utilisons ce langage matriciel
pour calculer les matrices de la forme MA(co) puis les moments asymptotiques d’ordre un et deux associés a

un modele VAR.

3.1 Représentation MA(c0) d'un VAR(2)

Nous reprenons 'exemple2.2]et ses suites. Le plus simple est d"utiliser Octave en écrivant des scripts contenant

une série de définitions et instructions. Pour définir les deux matrices autorégressives du VAR(2) :
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Al = [ 0.50.1; 0.4 0.57];

A2

zeros (2,2);

A2(2,1) = 0.25;

En comparant ces trois lignes avec la définition du VAR(2) dans I'exemple [2.2] et, éventuellement, en vous

documentant sur Octave/Matlab, vous devriez comprendre comment ces trois lignes permettent de créer les

matrices A; et Ay. Retenez les points suivants :

— Les crochets servent a définir une matrice. chaque point-virgule entre deux crochets termine une ligne de la
matrice.

- La fonction zeros (m, n) permet de créer une matrice m x n pleine de zéros.

— Pour sélectionner I'élément a I'intersection de la ligne i et de la colonne j d"une matrice M il faut utiliser des
parentheses : M (1, j).

Pour vérifier que nous avons bien défini les deux matrices nous pouvons demander a Octave de les afficher a

I’écran en ajoutant les deux lignes suivantes dans le script :

Al

A2

Notez que ces deux lignes ne se terminent pas par un point-virgule, contrairement aux lignes précédentes.

L’absence de cette ponctuation indique a Octave qu’il doit afficher ce que renvoi l'instruction sur une ligne.

Nous avons vu plus haut comment calculer récursivement les matrices correspondant a la représentation

MA(00). En pratique, il suffit de rajouter les lignes suivantes dans le script Octave :

[

% Compute Phi0O, Phil, Phi2 and Phi3 (first matrices
% of the MA (\infty) representation).

Phi0 = eye(2);

Phil = Al;

Phi2 = Phil*Al + PhiO=*A2;

Phi3 = Phi2+Al + Phil#A2;

Les deux premieres lignes sont des commentaires et ne sont pas «lues» par Octave. Les quatre lignes suivantes
calculent les matrices ®g, ®1, @, $3. Pour @, il n'y a rien a calculer puisqu’il s’agit de la matrice identité.
L'instruction eye (m) construit une matrice identité de dimension m. Le probleme avec ce code est que si nous
souhaitons calculer @5, nous devons écrire une cinquantaine de lignes de codes dans le script. Pour nous éviter

cette peine nous pouvons utiliser une boucle :

tmp2 = eye(2);% PhiO

tmpl Al;% Phil

for i = 2:50
Phi = tmpl+xAl + tmp2*A2;
tmp2 = tmpl;
tmpl = Phi;

end

A la sortie de la boucle, Phi contient la valeur de ®5,. Cette boucle peut servir a calculer la variance a la volée.

Pour une matrice de variance covariance SIGMAu donnée :
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tmp?2 eye(2);% PhiO
tmpl = Al;% Phil
Gamma0 = SIGMAu + tmpl*SIGMAuxtmpl’;
for i = 2:100
Phi = tmplxAl + tmp2xA2;
Gamma0 = GammaO + Phi+*SIGMAuxPhi’;
tmp2 = tmpl;
tmpl = Phi;

end

Si 100 est une bonne approximation de co pour le probleme posé, alors a la sortie de la boucle Gamma0 contient
(une bonne approximation de) la variance. Bien stir nous ne savons pas a 1’avance si 100 itérations sont suffi-
santes. Pour palier ce probleme nous pouvons remplacer la boucle for par une boucle conditionnelle while

de la fagon suivante :

tmp2 = eye(2);% PhiO

tmpl Al;% Phil
GammaO = SIGMAuU + tmpl*SIGMAuxtmpl’;
condition = 1;
while condition
Phi = tmplxAl + tmp2x*A2;
Gamma0 = GammaO + Phi+*SIGMAu*xPhi’;
tmp2 = tmpl;
tmpl = Phi;
condition = (max (max (Phi))>1e-6);

end

Cette boucle s’arréte dés que condition est égal a 0. Linstruction (max (max (Phi))>1le-6) renvoie 1sile
plus grand élément de ® est supérieur a 10~%, 0 sinon. Ainsi, la boucle se termine dés que ® est arbitrairement

proche de zéro.

Le probléme (éventuel) avec ces boucles est que nous ne gardons pas en mémoire les matrices de la représen-
tation MA(00). Si nous souhaitons travailler avec ces matrices apres la sortie de la boucle, nous pouvons les

stocker dans un tableau en trois dimensions :

PHI = zeros(2,2,101);

PHI(:,:,1) = eye(2); % PhiO
PHI(:,:,2) = Al; % Phil

for i = 2:100
PHI(:,:,1+1) = PHI(:,:,1i)*Al + PHI(:,:,1-1)=*A2;

end

Linstruction PHI = zeros(2,2,101) ; initialise un tableau 3D avec 2 lignes, 2 colonnes et 101 plans (dans
la profondeur). On peut voir ce tableau comme une superposition de 101 matrices 2 x 2. Les 101 matrices

®g, @1, ..., Pigo sont stockés dans ce tableau. Le premier plan contient ®(, le deuxieme contient 1, et caetera.
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3.2 Moments asymptotiques d’un VAR(1)

Nous reprenons le modele VAR défini dans 1’exemple Le script suivant calcul 1’'espérance du vecteur de

variables endogenes :

ConstantVector = [.1 ; .2 ; .31;
AutoregressiveMatrix = [ .5 00 ; .1 .1 .3 ; 0 .2 .3];
Mu = inv(eye(3)-AutoregressiveMatrix)xConstantVector;

L'instruction inv (X) inverse une matrice carrée X de plein rang. Pour calculer la variance de y;, en supposant

donnée la variance SIGMAu des innovations, on peut rajouter les lignes suivantes au script :

VvSIGMAy = inv (eye (9)-kron (AutoregressiveMatrix,AutoregressiveMatrix) ) «SIGMAuU(:);

SIGMAy = reshape (VSIGMAy, 3,3);

Linstruction X (: ), o1 X est une matrice, calcule vec X. La premiere ligne utilise le produit de Kronecker pour
calculer vec V[y,]. Le résultat est un vecteur 9 x 1. La derniére ligne transforme le vecteur vec V([y;] en une

matrice 3 x 3, V[y].

3.3 Simulation d’un modéle VAR

On commence en écrivant une fonction qui permet de simuler un modele VAR(1). Le code octave est enregistré
dans un fichier nommé simul_var_1.m. Notons que cette fonction manque considérablement de généralité.
Elle ne nous permet pas de changer la condition initiale, elle impose une matrice une variance-covariance
diagonale des innovations et ne permet pas de considérer le cas ol les variances des K innovations sont diffé-
rentes. Pour simuler le VAR, il ne nous reste plus qu’a écrire un script qui appelle cette fonction et produit des

graphiques. Voir les encadrés|[T] et

La fonction simul_var.mpermet de simuler un modéle VAR(p) avec ou sans constante. On généralise le code
en autorisant une matrice de variance covariance des innovations non diagonale. Vous pouvez essayer de gé-
néraliser le code dans d’autres directions (par exemple en considérant des conditions initiales quelconques).

Voir les encadrés[3 et

Pour simuler un modéle VAR avec une matrice de variance-covariance arbitraire pour les innovations, on la
décomposition de Cholesky. Pour toute matrice définie positive (les valeurs propres sont strictement positives)
X il existe une matrice A triangulaire inférieure (ie les éléments de A au dessus de la diagonale sont tous nuls)
telle que X = AA’. La matrice A est la matrice de Cholesky associée a la matrice X. Avec octave on obtient
la matrice A a I’aide de la fonction chol. Si ¢ est un vecteur K x 1 gaussien d’espérance 0 et de variance I,
alors u = Ae, oli A est la matrice de Cholesky associée a ¥, est un vecteur gaussien de dimension K x 1
d’espérance nulle et de variance AIx A’ = ¥,,. Ainsi pour simuler des innovations multivariées de variance ¥,
il suffit de simuler des vecteurs gaussiens de variance unitaire et de pré-multiplier ces vecteurs par la matrice

de Cholesky associée a X,,.
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4 Prévisions avec un modeéle VAR

4.1 Prédiction ponctuelle

A une période t le statisticien doit annoncer le futur d’un ensemble de variables y, . . ., yx. Pour cela, il dispose
d’un modele générateur des données, on utilisera I'acronyme DGP (Data Generating Process en anglais) pour

désigner ce modele, et d’un ensemble d’information a la date ¢ noté €.

On supposera ici que le DGP est un modéle VAR(p) et que 1'ensemble d’information contient le présent et
le passé des variables endogénes{ﬂ 1 = {ys|s < t}. La période t ot le statisticien produit sa prévision est
V'origine de la prévision. Le nombre de périodes pour lesquelles le statisticien produit des prévisions est 1'horizon

de prévision.

Supposons un instant que le DGP soit un modele VAR(1) et qu’a la date ¢t nous souhaitions produire une
prévision pour y;41. Nous savons que :

Yer1 = Ay + uy

ol y; € . Supposons que I'innovation est un bruit blanc gaussien d’espérance nulle et de variance ¥, (une
matrice K x K symétrique définie positive). Sous ces deux hypotheses nous savons donc que ;41 condition-
nellement a I’ensemble d’information §2; est une variable aléatoire gaussienne d’espérance Ay, et de variance
Y. Le statisticien pourrait publier sa prévision en annongant la densité conditionnelle de y;; 1. Mais il a aussi le
soucis d’étre compris par ses clients, qui ignorent les statistiques, et préfere donc communiquer un point dans
la distribution conditionnelle. Par exemple, il préférerait dire « le taux de croissance du PIB sera de 2% demain »,
plutot que « la distribution du taux de croissance du PIB demain conditionnelle au taux de croissance du PIB demain

est gaussienne d'espérance ay; et de variance o ».

Choisir un point dans la distribution de ;41| ¢’est produire une prédiction ponctuelle. Tout le probleme du
statisticien est de résumer une distribution par un point. Ce choix est évidemment arbitraire. Afin de réduire
I'arbitraire a 1’essentiel, et de rendre ce choix le plus transparent possible, on définit une fonction de perte qui
associe a chaque prévision une perte lorsque la prévision est fausse. Le statisticien choisit alors la prévision
ponctuelle qui minimise la perte espérée. On suppose souvent que la fonction de perte est quadratique. Par

exemple si on note (1) la prévision a I'’horizon 1 a la date ¢, on a:

w(V) =argmin 5 [ (@~ 40 ) fr 1)y

ol 2 est une matrice définie positive quelconque, fy (y) la densité associée au vecteur y. Le terme P(x,y) =
1(z — y)'Q(z — y) est la perte associée a une prévision z si la vraie valeur demain est y, il s’agit d’une fonction
de perte quadratique. La matrice arbitraire 2 sert a pondérer les pertes sur les K variables du VAR. On note

Z(x) la perte espérée. Nous avons :

520 = [ 26— i w

411 n’est pas nécessaire que l’ensemble d’information contienne tout le passé depuis l'origine du monde. Si le modele considéré est un
VAR(p), le passé est résumé par les p réalisations précédentes du processus stochastique multivarié.

18



En égalisant a zéro il vient :

Qx/fy(y)dyzQ/ny(y)dZ/

Finalement, en pré-multipliant par ! et notant que [ fy (y)dy = 1 par définition d"une densité de probabilité,

nous avons donc :

y(1) = / yfv (y)dy

La prévision ponctuelle, qui minimise la perte espérée, est I'espérance de la distribution de y en ¢ + 1 condi-
tionnellement a €2;. Ce résultat vaut pour tout modele deés lors que la fonction de perte est quadratique. Si nous

avions choisi une autre fonction de perte nous aurions trouvé une autre prévision ponctuelle que I'espérance.

Proposition 4.1. L'espérance conditionnelle, y,(h) = Ely,4+1|$), est le prédicteur ponctuel qui minimise I'erreur qua-

dratique moyenne (MSE).

Soit g¢(h) # y¢(h) un prédicteur ponctuel quelconque. L'erreur quadratique moyenne associée a ce prédicteur

ponctuel est :

MSE (5:(h)) = E [(yesn — Ge(h)) (Wesn — Ge(h))']

La proposition nous dit simplement que :
MSE (§¢(h)) = MSE (E[ys+4[$])

c’est-a-dire que la matrice MSE (3,(h)) — MSE (E[y;+1|€:]) est semi-définie positive, ou, de fagon équivalente,

que pour tout vecteur ¢ (K x 1) nous avons :
MSE (c'g+(h)) > MSE (¢'E[ys+4|%])
Preuve 4.1. Soit gi(h) # y.(h) un prédicteur ponctuel quelconque. Par définition, nous avons :

MSE (5:(h)) = E [(ye+n — Fe(h)) (yesn — G(R))']
=E [(ywh = Elyenl Q] + Elyesnl] — Ge(h) Yern — BlyernlQu] + Elyen|Q] — th(h))/]
= MSE (E[yr14|%]) + E [(Elye1 1] — §e(h)) (BlyesnlQ] — §:(h))']

oit nous avons utilisé ln nullité de E [(yern — Elyesn|Q)) (Elyesn|Q] — §:(h)'], car yeyn — Elyeqn|] dépend des
innovations entre t et t+h qui sont orthogonales aux termes dans Ely,15 || — §¢ (k) (qui sont fonction de y, avec s < t).
Puisque le dernier terme sur le membre de droite est une matrice définie positive, on a nécessairement MSE (g, (h)) >

MSE (E[ys+n|€2:]) O

L'optimalité de I'espérance conditionnelle, dans le cas du modele VAR (2.1), implique que :
ye(h) =v+Awye(h — 1) + -+ + Apye(h — p) (4.1)

est le prédicteur optimal & 'horizon h, si I'innovation u; est un bruit blanc d’espérance nulle (u; et us sont
indépendants pour s # t) de sorte que E [uy14|2] = 0 pour tout & > 0. Nous pouvons donc obtenir les

prévisions ponctuelles de fagon récursive :
(1) =v+ Ay + -+ Apyr—p
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y:(2) = v+ A1y(1) + agys—o + -+ Apys—pi1

Dans le cas d’'un modéle VAR(1) c’est encore plus simple, nous avons :
yi(h) = (Ix + Ay + -+ A7) v+ Aly,

Remarque 4.1. L’hypotheése importante pour établir la récurrence qui nous permet d’obtenir des prévisions ponctuelles
est I'indépendance des innovations. Si les innovations ne sont pas indépendantes, nous n’avons pas Elu,+p|%] = 0. Par

exemple, dans le cas univarié, supposons que nous ayons :

et si t est pair,

Uy =
2
e;_1—1

72 sinon.

oit e, ~ N(0,1). On vérifie facilement que I'espérance inconditionnelle de u, est nulle, que la variance de w, est finie et
constante, que u; et ug sont non corrélés pour tout s # t (ie E{usus) = 0 Vs # t). Pour cela il suffit de se rappeler que
les moments d’ordre impair d’une va gaussienne centrée réduite sont nulles et que les moments pairs sont donnés par la
récurrence : may, = (2k — 1)my(,—1), en particulier le moment d’ordre 4 est m, = 3. Pourtant les innovations u ne sont

pas indépendantes. Ainsi E[us41|Q4] # 0, en effet, si t est pair (et donc t + 1 impair) :

e? —1
E[Ut+1|Qt] =F |:t

2
ey —1

V2

car ey € Q4.

4.2 Des fourchettes pour les prévisions

Le statisticien souhaitera stirement donner une indication de la précision de sa prévision. L'idée est de construire
des intervalles de prévision. Pour cela nous allons supposer que les innovations sont gaussiennes, de telle sorte,
puisque le modéle VAR est linéaire, que les y; sont eux aussi normalement distribués. Notons aussi que dans
ce cas l'indépendance des innovations est équivalente a 1’absence de corrélation des innovations. Sous cette

condition les erreurs de prévisions sont elles aussi gaussiennes :

h—1
Yern —yi(h) =D gupin—i ~ N (0,5 (h))
=0

Notons que la variance de 'erreur de prévision a I’horizon % tend vers la variance asymptotique de y lorsque
h tend vers l'infini. Nous savons marginaliser un vecteur aléatoire gaussien, et savons donc que l’erreur de

prévision sur une des K variables est elle aussi gaussienne :

Yk,t+h — Ykt ()
Jhitth = IR A0

ott oy (h) est la racine carrée du k-ieme élément de la diagonale de ¥, (1), la matrice de variance-covariance de

I'erreur de prévision a I’horizon h.
Soit Z une variable aléatoire gaussienne centrée réduite, on note fz(z) sa fonction de densité. On définit ¢(«)
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un réel tel que ft(zjv) fz(z)dz = a (aveca € [0,1]).On a:

o p(osy) < Yetrh = Yee(h)
1—a—P(t(/)§ o) St(/)>
=P (yr,t(h) — t(/2)or(h) < Yre4n < Yrt(h) +1(2/2)or(h))

Ainsi un intervalle de prévision a (1 — «)100% a I'horizon h pour la variable k est donné par :
Yk (h) £ 1(2/2)01(h)

Ici nous proposons un intervalle pour la prévision d"une unique variable. Nous pourrions construire un « in-

tervalle » pour la prévision jointe d'un ensemble de variables...

5 Analyse structurelle avec un VAR

Nous nous intéressons ici a I'interprétation des modeles VAR.

5.1 Causalité
5.1.1 Définitions

Notons €); ’ensemble contenant toute I'information pertinente de l'univers a la date ¢ sur une variable ou un
ensemble de variables. On note z;(h|€);) la meilleure prédiction — par exemple au sens de la minimisation de
I'erreur quadratique moyenne — a la date ¢ de 2z, sachant 'ensemble d’information 2;. Cet ensemble contient

en particulier le passé et le présent de z;. Enfin, on note X, (h|$2;) l'erreur quadratique moyenne de la prévision

2t (h|Qt)
Définition 5.1. Le processus {x+} cause le processus {z} au sens de Granger si :

E.(h|Q) < ZL(h|Q N\ {zs]s < t})

L’idée derriere cette définition est relativement simple : une cause ne peut apparaitre avant son effet! Ainsi si
une variable = cause une variable z, la premiére doit aider a former des prévisions sur la seconde. Si z; peut
étre prédit plus efficacement lorsque z fait partie de ’ensemble d’information, on dit que « cause z au sens de

Granger.
Cette définition se généralise dans le cas multivarié o1 z et x sont éventuellement des vecteurs (les deux MSE
doivent étre différentes et la différence X, (h|Q2;) — 3, (h|Q \ {z;s]|s < t}) doit étre doit étre semi définie posi-

tive). Enfin si z cause z au sens de Granger et si z cause x au sens de Granger, alors on dit que nous sommes

en présence d’un feedback system (en anglais).

Définition 5.2. Il y a causalité instantanée entre {x,} et {z} si:

(1 U{meqa}) # T2 (1)
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Autrement dit, a la date ¢, rajouter z;,1 dans 1’ensemble d’information aide a prévoir z;;. Nous allons voir
dans la section suivante que ce concept de causalité est symétrique (dans le sens ot si « cause instantanément

z alors z cause instantanément ).

Notons que ces définitions de la causalité reposent sur l'erreur quadratique moyenne, ce qui est un choix
arbitraire. Une autre mesure (de la qualité des prévisions) pourrait aboutir a une autre caractérisation de la

causalité.

En pratique €2; ne peut couvrir toute I'information pertinente disponible dans 1'univers (non accessible au
statisticien). Ainsi on limitera 1’ensemble €2; aux valeurs présentes et passées des processus étudiés : €}, =

{zs, 2|8 < t}

5.1.2 Causalité au sens de Granger dans un VAR

Soit un modele VAR(p) y; K x 1 dont la représentation MA(oco) est donnée par :

o0
ye=p+ Y i =+ O(L)u (5.1)

i=0
ol u; est un bruit blanc d’espérance nulle et de variance ¥,,, une matrice symétrique définie positive, et ¢9 =
I'x. On suppose que le vecteur y, peut étre partitionné sous la forme y; = (z;|x})’ ol z; est un vecteur M x 1 et
2y un vecteur (K — M) x 1. La représentation MA(oo) peut étre partitionnée conformément a cette définition

de Yt t

1 11 (L) P12(L) )\ [,
Y = + ‘ (5.2)
fh2 P (L) Paa(L) Ut

Ainsi la prévision optimale a I'horizon 1 pour z sachant {ys|s < t} est:

z(Ls <t)=(In 0)ye(1)

oo o (5.3)
= p1+ Z D11,4U1,¢—; + Z D12,iU2,t—;
i=0 i=0
Et donc l'erreur de prévision est :
Zt4+1 — 2t (1|S S t) = U1,t+1 (54)

car la matrice ¢y étant égale a la matrice identité de dimension K, la sous matrice ¢12,9 est nulle et us 141
n’affecte pas z;41. Par ailleurs on peut montrer, en utilisant le théoréeme de décomposition de Wold qu'un

sous ensemble d'un processus stationnaire admet aussi une représentation MA (o). Ainsi,

o0 o0
Zp = 1 + g 11,iU1,4—i + E D12,iU2,t—i
1=0

= =0
oo

= p1+ Z Fiv—;
i=0

ot Fy = Ip. La prévision a I'horizon 1 conditionnelle a I'ensemble d’information réduit {z,|s < ¢} est donc:

2o (I{zs|s < t}) = + ZFith—i (5.5)
i=1
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et 'erreur de prévision est :

zev1 — 2t (1{zs]s < t}) = v (5.6)

Les erreurs de prévisions (5.4) et (5.6), qui ne différent que par I'ensemble d’information, sont identiques si
et seulement si v; = u; ; pour tout ¢. Dit autrement, les deux prédicteurs sont identiques si et seulement si la

représentation MA de {z;} vérifie :

Ze = p1 + Z Fuy g = Z (Fy  0)u—g
i=0 i=0

oo
=1+ Z (P11 P12,i) Ur—i
i=0
L’'unicité de la représentation MA implique que nous devons avoir F; = ¢11,; et ¢12; = 0 pour tout i. D’ot1 la

proposition suivante :

Proposition 5.1 (Non causalité au sens de Granger et représentation MA). Soit {y; } un modéle VAR stationnaire,

défini comme dans les équations[5.1|et , dont la représentation MA est définie par le polynome retard ®(L). Alors,

2 (IHysls < t}) = 2 (1{zs]s < t})

est équivalent a

D15(L)=0

Remarque 5.1. Nous avons défini la non causalité au sens de Granger a partir de la représentation MA(co) d'un
processus. Celle-ci n’est pas forcément associée a un modele VAR fini. La définition présentée ici est donc relativement

générale.

Pour tester la non causalité au sens de Granger il faut vérifier la nullité des matrices ¢12 ;. Ce qui n’est pas
forcément tres simple... D’autant moins que généralement nous travaillons plut6t sur un modele VAR(p). Soit

le modele VAR(p) suivant :

p
N L vy All,i A12,i Zt—q U ¢
Yo = = + E + (5.7)
Ty vy im=1 \A21; Ao Ti—g Ug ¢
La condition donnée dans la proposition précédente est équivalente ici a A;2; = 0 pour tout i. Pour voir cela,

il suffit de remarquer, en utilisant une formule d’inversion matricielle par bloc :

-1

@11([1) (I)lg(L) (pll(L)il 0
Do1(L)  Po2(L) —@22(L) '@y (L)1 (L) ™" @22(L)7"

Proposition 5.2 (Non causalité au sens de Granger dans un VAR). Soit {y; } un modele VAR(p) stationnaire défini

par[5.7} le processus {x} ne cause pas {z} au sens de Granger si et seulement si p12; = O pouri =1,...,p.

Exemple 5.1. Soit le processus VAR(1) suivant :

Y1t 0,5 0 0 Y1,e—1
Y2t =v+ Oa 1 07 1 Oa 3 Y2,t—1 + Uy
Ys.t 0 0,2 0,3 Y3,t—1
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Posons xy = (ya,t,y3,t) et z¢ = y1,.. On voit immédiatement que x ne cause pas z au sens de Granger. Parcontre, z cause
x au sens de Granger. Pour rendre la discussion plus concréte, supposons que les trois variables soient dans I'ordre les
variations de I'investissement, du PIB et de la conso. Ce VAR nous dit que la variation de l'investissement cause au sens
de Granger les variations de la conso et du PIB, mais que la réciproque n’est pas vraie. On vérifie tout aussi facilement que
la consommation cause au sens de Granger le systéme investissement/PIB et réciproquement. 1l est important de noter
que nous n’avons défini la causalité au sens de Granger que d'un sous ensemble de variables d un autre, et non pas d'une

variable 4 une autre.

5.1.3 Causalité instantannée

Soit ¥, la matrice de variance covariance de I'innovation d"un modéle MA(o0), cette matrice est symétrique et
surtout définie positive, il est donc possible de la décomposer sous la forme ¥,, = PP’ ot1 P est une matrice tri-
angulaire inférieure dont la diagonale est composée de scalaires positifs. On peut alors écrire la représentation

MA de la fagon suivante :

o0 o0
Yy = MZ ¢ PPty = p+ Z Ow;_; (5.8)
i=0 i=0

o1 ©; = ¢; P et wy = P~ 'u, est un bruit blanc dont la matrice de variance covariance est :
Sy =P8, (P7Y = Ik

Comme la matrice X, est diagonale (les composantes de w sont non corrélées), on dit que w; est une innovation

orthogonale. En partitionnant y; comme dans la section précédante, on obtient :

2t H1 I @11,0 0 W1,t 4 @11,1 912,1 wi,t—1

|
+

Tt ) O21,0 B2 wa,¢ O211 O, Wa -1

Nous avons donc :

Zig1 = 1+ O11,0W1 41 + O11,1Ww1 ¢ + O 1wa ;s + ...

et

Typ1 = p2 + O21 0w t41 + O22, 0w, 141 + O21,1w1 ¢ + O 1way + ...
Le prédicteur optimal a 'horizon 1 de z; basé sur I'ensemble d’information {y,|s < ¢} et sur z;;1 est égal au
prédicteur optimal de z; basé sur {ws|s < t} U {wi41}:
2y (Wysls <t} U{zi41}) = @ (M{ws|s < 1} U {wie4a})

= O21,0w1 t41 + ¢ (1{ysls < t})

Ainsi nous avons :

ze (1Hysls <t} U{ze41}) = 2 (1{ys|s < t})

si et seulement si la matrice O ; est nulle. Cette condition est vérifiée si et seulement si la matrice de variance

covariance ¥, est bloc diagonal (un bloc pour u; ; et un autre pour us ;) :

Yy, 0
O 3.,

S =
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Cette structure particuliére de la matrice de variance-covariance nous dit simplement que les innovations u; ;

et ug + sont non corrélées.

Proposition 5.3 (Absence de causalité instantanée). Soit le processus stochastique multivarié stationnaire {y, } défini

par Alors il n'y a pas de causalité instantanée entre {x,} et {z;} si et seulement si E [uy yuf ;| = 0.

Comme cette proposition pose une condition sur la matrice de variance covariance de 'innovation, ¥, elle

peut aussi bien étre utilisée dans le cadre d’'un modele VAR(p) ou d'un modele MA.

Exemple 5.2. En poursuivant I’exemple précédant, si on a la matrice de variance-covariance :

2,25 0 0
Sv=] 0 1,0 05
0 05 0,74

alors il n’y a pas de causalité instantanée entre (ya,1, y3.¢) et Y1 4.

5.1.4 Remarques

II faut utiliser ces notions de causalité avec beaucoup de précaution... Ces définitions ne correspondent pas

forcément a I'idée que nous pouvons avoir, par ailleurs de la causalité.

Finalement, la causalité instantanée n’est qu'une corrélation entre des variables. Les représentations VAR ou
MA sont silencieuses sur le sens de la causalité. Pour dévoiler le sens de la causalité il faut utiliser des théories

économiques.

La causalité au sens de Granger, si elle semble donner plus d’information sur le sens de la causalité, n’est pas
exempte de problemes. Un exemple simple montre que l'interprétation de 1’absence de causalité au sens de

Granger est difficile.

Exemple 5.3. Soit le modele VAR(1) bivarié suivant :

2t a1l 0 Zt—1 U1t
= +
Tt Q21 (g2 Tt—1 U2 ¢
On voit immédiatement que x, ne cause pas z; au sens de Granger. Néanmoins, sans rien changer aux propriétés du

processus stochastique, on peut toujours multiplier les deux membres de cette équations par une matrice non singuliére

de la forme :
1
B = p
0 1
Ainsi il vient :
2t 0 —p 2t Y11 712 241 V1t
= + +
Tt 0 0 Ty Y21 Vo2 Ty 1 V2t

avec y11 = aq1 + a1, 12 = a92f, Vo1 = o1 et yee = ago. Il s'agit d'une représentation alternative du méme
processus. le lecteur est invité a vérifier que nous n’avons pas changer I'espérance et les moments d’ordre 2 du processus

bivarié. Malheureusement ces deux représentations équivalentes ont des interprétations tres différentes. Maintenant nous
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voyons que x, cause z; au sens de Granger ! Ainsi, l'absence de causalité au sens de Granger, ne doit pas s’interpréter

comme I'absence d’une relation de cause i effet.

La causalité au sens de Granger pose d’autres problemes :

(i) La causalité au sens de Granger peut dépendre de la fréquence des données. On peut n’observer aucune
relation entre inflation et taux d’intérét sur des données annuelles ou trimestrielles, mais percevoir une

relation sur des données mensuelles.

(if) L'utilisation de données ajustée des variations saisonniéres ou la présence d’erreurs de mesures peut

affecter la causalité au sens de Granger.

(iif) La causalité au sens de Granger dépend de la liste des variables dans le systéeme. Nous avons supposé que

toutes les variables pertinentes sont incluses... Cette hypothese, peu crédible, est difficilement testable.

(iv) Il est difficile de parler de la causalité entre deux variables plutét qu’entre deux sous ensembles exclusifs
de variables. Dans un VAR bivarié on identifie assez facilement la condition de non causalité au sens de
Granger. Si y»; ne permet pas d’améliorer la prévision a '’horizon 1 de y; +, alors cette variable n’aide
pas plus a améliorer les prévisions a un horizon h quelconque de y; ;. Ceci n’est plus vrai si le systeme
comporte trois variables au lieu de deux. Dans ce cas il se peut que y» ; n"améliore pas les prévisions de
y1,¢ a 'horizon 1 mais que 2 améliore les prévisions a des horizons i > 1. Exhiber une condition de non
causalité au sens de Granger dans ce cadre n’est pas une chose aussi triviale (restrictions non linéaires sur

les matrices autorégressives du modele VAR).

5.2 Fonctions de réponses

Nous venons de voir que la notion de causalité au sens de Granger ne peut suffire a caractériser les relations
entre différentes variables. En pratique on veut connaitre la réaction d’une variable a la suite d'une impulsion
sur une autre variable, dans un systéme ot il y a éventuellement plus de deux variables. L'idée est que si une

variable réagit 4 une impulsion sur une autre variable, alors on a identifié une forme de relation de cause a effet.

Exemple 5.4. Dans un systeme bivarié décrivant la dynamique de l'inflation et du taux d’intérét nominal, on aimerait
identifier leffet d'un choc exogene sur l'inflation (un choc pétrolier peut s’interpréter comme un choc exogéne) ou l'effet
d’un choc exogene sur le taux d’intérét nominal (par exemple, une baisse surprise du taux décidée par le banquier central).
Un choc est exogéne dans le sens oit la variation de la variable n’est pas liée aux autres variables présentes dans le systeme.
Le dernier cas pose donc éventuellement probléme, puisque le banquier central (en Europe) est censé maitrise la volatilité

des prix...

5.2.1 Réponses a des erreurs de prévisions

Supposons que nous intéressions a l'innovation sur la variable d’investissement dans un systéme de trois
variables : 'investissement (y; ), le PIB (y2) et la consommation (y3). Supposons qu’avant l'instant initial (¢ = 0)
les trois variables soient a leurs niveaux de long terme respectifs, ie y; = u pour tout ¢ < 0. A I'instant initial,
I'investissement subit un choc positif u; ¢ = 1, mais pas les autres variables du systeme us ¢ = uz o = 0. On
cherche la dynamique des variables du systéme suite a ce choc, si le systéeme n’est plus perturbé par d’autres
chocs par la suite (u; = 0 pour tout ¢ > 0). Pour simplifier nous allons supposer que p = 0, notre modele est
de la forme :

Yo = Arye—1 +ug
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avec

0,5 0 0
Ar=10,1 0,1 0,3
0 0,2 0,3

0

Yo=10

0

1

up =10

0

u =10 pour tout ¢ > 0

0
On aalors:
0,5
y1=A1yo= 10,1
0

0,25
y2 = A1y1 = Ay | 0,06
0,02

et plus généralement y; = A'y pour tout i > 0. Dans ce terme général nous reconnaissons la matrice de
coefficient de la représentation MA(oco) associée au VAR : ¢; = Al Ainsi, la réponse du vecteur y; suite a un
choc initial sur la premiere variable (y; ;) est donnée par la premiere colonne des matrices de la représentation
MA(00). Plus généralement, la réponse du vecteur y; suite a un choc initial sur la i-iéme variable (y; ;) est don-
née par la i-ieme colonne des matrices de la représentation MA(oo). On peut montrer que résultat général vaut

aussi pour un modele VAR(p).

La réponse d"une variable j a un choc unitaire (erreur de prévision) sur une variable & est souvent représentée

graphiquement.
<INSERER GRAPHIQUE ICI>

Toutes les réponses convergent (plus ou moins rapidement) vers zéro (I’espérance du processus considéré). Si
les variables (I'innovation de chaque équation) ont des échelles différentes, il peut étre pertinent de considérer
des chocs initiaux d’un écart-type plutot que des chocs initiaux unitaires. Cela revient a changer 1’échelle des
représentations graphiques mais pas la forme des réponses (quand un modele est linéaire, la taille des chocs

n’affecte pas la forme de la dynamique).

Remarque 5.2. Un choc sur une variable k n’a pas d’effet sur les autres variables si yy, ne cause pas les autres variables
au sens de Granger. Dans ce cas les réponses sont nulles. Nous observons cette propriété dans le cas d'un choc sur le PIB
ou la consommation qui n’affecte pas I'investissement. A contrario, si un choc sur une variable affecte une autre variable

j, alors on ne peut pas dire que la variable k ne cause pas la variable j au sens de Granger. Ainsi pour vérifier qu’une
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variable k ne cause pas une variable j, il suffit de vérifier que ¢;,, = 0 pour i = 1,2,.... Il n’est pas nécessaire d’aller

chercher toutes les matrices de la représentation MA (ie d’aller jusqu’a 'infini)... Comme I'établit la proposition suivante.

Proposition 5.4. Siy, est un VAR(p) de dimension K alors
Qjki =0 pouri=1,...,00

est équivalent a

Giki =0 pouri=1,... p(K —1)

Autrement dit, il suffit de montrer que ¢;;; =0 pouri=1,...,p(K — 1) pour établir 'absence de causalité

au sens de Granger entre la variable k et la variable j.

La construction de ces fonctions de réponses suppose que les innovations sont non corrélées. Si y; ; est corrélé
avec les autres variables (ys ; et y3 ) alors un choc sur la premiere devrait, en moyenne, avoir simultanément
un effet sur les deux autres variables. Dans ce cas, en procédant comme nous le faisons ici, nous biaisons les

résultats dans un sens a priori inconnu.

5.2.2 Réponses a des impulsions orthogonales

Pour palier le probleme lié & une éventuelle corrélation des chocs, nous allons orthogonaliser ces chocs... En
fait nous avons déja rencontré cette transformation. Soit 3J,, la matrice de variance covariance des innovations
ug. Il s’agit d’une matrice symétrique et définie positive. Nous pouvons donc appliquer la décomposition
de Cholesky; il existe une matrice P triangulaire inférieure telle que ¥, = PP’. En éliminant le terme lié &
I'espérance du processus (quin’est pas d'un grand intérét si nous souhaitons seulement étudier la transmission

des chocs dans le systéme), nous pouvons écrire sa représentation MA sous la forme :

o
ye=>_ ¢:PP luy
i=0
soit de fagon équivalente :

o0
v =Y 0w
=0

avec ©; = ¢;P et wy = uy—;. On vérifie que la variance de w; est la matrice identité de dimension K. La
colonne k de la matrice ©; caractérise ’effet d’un choc sur la k-iéme variable en ¢ sur ’ensemble des variables

du systeme en ¢ + i.

Proposition 5.5. Si y; est un VAR(p) de dimension K alors
Ojri =0 pouri=1,...,00

est équivalent a

©ki =0 pouri=1,...,p(K—1)

Calculer des IRFs (Impulse Response Function) pour des chocs orthogonaux est relativement simple. Il suffit

de calculer les matrices de la représentation MA(oco) du modele, puis de post multiplier ces matrices par P.
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Tout le probléme est que les résultats vont dépendre de 1’ordre des variables dans le VAR. Changer 1'ordre
des variables dans le VAR (ie remplacer v, = (Y11, Y2,t,¥3.¢) Par yr = (Y31, Y16 Y2,¢)") peut considérablement
affecter la forme des IRFs. Il faut donc toujours prendre soin de vérifier la robustesse des IRFs reportés a
I'ordre des variables dans le VAR... Ou passer du temps pour justifier un ordre particulier... Notons qu’il existe

d’autres facons d’orthogonaliser les innovations (on peut utiliser la racine carrée matricielle de matlab).

29



A Boite a outils pour le calcul matriciel

A.1 Latrace

Soit une matrice m x m carrée A = (a;;). La trace de la matrice A est la somme des éléments sur sa diagonale.

Nous avons :
m
trA= E (077
i=1

Soient A et B deux matrices m x m et A1, ..., A, les valeurs propres de A. C et D sont respectivement des

matrices m x n et n x m. On peut détablir les propriétés suivantes :
l.trA+B=trA+trB
2. trA' =trA
3. trCD =tr DC

4. trA = 2221 /\Z

A.2 Le produit de kronecker

Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices respectivement m x n et p x ¢g. La matrice mp X ng:

a11B . a1mB

A® B =

amiB ... amnB

est le produit de Kronecker de la matrice A par la matrice B. Soient A, B, C et D des matrices avec les dimen-

sions appropriées, on peut établir les propriétés suivantes :
1. A® B # B ® Aen général
2. (A®B) =A @D
3. A (B+(C)=A®B+A®C
4. (A®B)(C®D)=AC® BD
5. Si A et B sont des matrices inversibles, alors (A® B) ' = A~' @ B!

6. Si A et B sont des matrices carrées avec des valeurs propres respectives A4 et Ap et des vecteurs propres

associés v4 et vp, alors A4 Ap est une valeur propre de A ® B et v4 ® vp son vecteur propre associé.
7. Si A et B sont respectivement des matrices m x m et n x n, alors det (A ® B) = det (A)" det (B)™

8. Si A et B sont des matrices carrées, alors tr A ® B = tr Atr B

A.3 L'opérateur vec

Soit la matrice m xn A = (a4, . .., a,) une matrice formée en concaténant horizontalement n vecteurs colonnes
m x 1. L'opérateur vec transforme la matrice A en un vecteur mn x 1 en empilant (verticalement) les vecteurs
a;pouri=1,...,n. Nous avons :

ai

vec A =

Qap
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Soient A, B et C' des matrices avec les dimensions appropriées, on peut établir les propriétés suivantes :
1. vecA+ B =vec A+ vec B
2. vec ABC = (C' @ A)vec B
3. vecAB = (I® A)vecB
4. vec ABC = (I® AB)vecC = (C'"B'® I)vec A
5. (vecB') vec A = tr BA = tr AB = (vec A") vec B

6. tr ABC = (vec A") (C" @ I) vec B = (vec A")' (I ® B) vec C

A.4 Décomposition de Cholesky

Si A est une matrice carrée m x m définie positive alors il existe une matrice C' m x m triangulaire inférieure

telle que A = C' x C. Dans il faut utiliser la commande chol avec l'option ’ lower’ . Par exemple :

A.5 Inversion par bloc

Soit la matrice carrée .o/ définie par :
A B

C D

of —

ot A et D sont des sous matrices carrées. En posant le systeme d’équation linéaire associé a & '/ = I et

o/ o/ ~! = I on peut alors facilement montrer que si </ est inversible, nous avons :

P -9BD!
-D71CcA=' D'+ D 'C%BD!

o=

avec 7 = (A — BDflc)fl.

B Modeéle VAR(1) et modéle ARMA
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function DataSet = simul_var_1

ion of a K-dimensi

AutoregressiveMatrix, ConstantVector, SampleSize)

VAR (1) model:

o~

noise wi

tial

© ® N o G e W N =

=
5}

11

)
°

length (ConstantVector) ;
zeros (K, SampleSize+l);

size (DataSet)

for t=1:SampleSize+l

DataSet (:,t+1) ConstantVector + AutoregressiveMatrixxDataSet (:,t) + randn(K,1)

DataSet = DataSet (:,2:SampleSize+l);
size (DataSet)

FIG. 1 - Simulation d"un VAR(1).
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© ® N G e W N =

=2 ;
zeros (K,K) ;
= zeros(K,1);
= 500;

H QPR
Il

eig(a);
(abs (EigenValues) <1)
if sum(test)==K

disp ('The VAR(1)
else

EigenValues =

test =

model is stable!')

disp('The stability condition is not satisfied!"')

end

ion of

he K time ser

1(a,C,T);

DataSet simul_var_

size (DataSet)

E > .

close all

figure (1)

plot (1:500,DataSet (1,:),"'-k'");
box on

grid on

axis tight

figure (2)

plot (1:500,DataSet (2,:),"'-k');
box on

grid on

axis tight

FIG. 2 — Simulation d"un VAR(1).
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function

DataSet = simul_var (ConstantVector, LowerCholSigma, SampleSize,varargin)
] of a K-dimensi V (p) model:
=c+ Al *y {t-1} + +

NumberOflLags =

lower C LOJ)‘(L/ aecor

nargin-3;

if NumberOfLags<1l
error(['simul_var:: Use another routine if you want to simulate a'
'multivariate white noise!'])

end

NumberOfVariables = length (ConstantVector);

if NumberOfVariables ~= length (LowerCholSigma)

error ('simul_var:: Dimension mismatch!"')
end
if NumberOfVariables ~= length(varargin{l})
error ('simul_var:: Dimension mismatch!"')
end
if size(varargin{l},1l) ~= size(varargin{l},2)
error ('simul_var:: Autoregressive matrices have to be squareed matrices!')
end
$ Get
$ (with zero
Innovations ;
% Rescale oVe ons such t e cova
Innovations = LowerCholSigmaxInnovations ;

Lagg

o

end

o
°

end

zation of > e

t ed array.

Set = zeros (NumberOfVariables, SampleSize);

t a colur

edData =

AutoregressiveMatrices = zeros (NumberOfVariables, NumberOfVariables*«NumberOfLags) ;

for lag=1:NumberOflLags

AutoregressiveMatrices (:,NumberOfVariables* (lag-1)+1:NumberOfVariablesxlag)
varargin{lag};

ion of

for t=1:SampleSize

tic

2 G
cIe

Yogs ve

gged

ags

on for period t.

DataSet (:,t) = ConstantVector + ...
Innovations (:,t) +
AutoregressiveMatricesxLaggedData;

o

¢ Update L

LaggedData

(NumberOfVariables+1l:NumberOfVariables*«NumberOfLags) =

LaggedData (1:NumberOfVariablesx (NumberOfLags-1));

LaggedData

(1:NumberOfVariables) = DataSet(:,t);

FIG. 3 — Simulation d"un VAR(p).
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© ® N G e W N =

K
P
Al =
A
C
T

Comp
Comp
Comp
Comp
% Ch
Eige
test
if s

else

end

Se

Sigma = zeros
Sigma(l,1) =
Sigma(2,2)
Sigma (1, 2)
Sigma(2,1)

Data

° Bu

for

end

=2 ; 2 of
e A

zeros (K, K) ;
zeros (K, K) ;
zeros (K, 1);
= 500;

"1X.

agnonMatrix = zeros (K+«p,K*p);
agnonMatrix (1:K,1:K) = Al;
agnonMatrix (1:K,K+1:2%K) = A2;
agnonMatrix (K+1:2xK,1:K) = eye(K);

eck if all the eigenvalues are less
nValues = eig(CompagnonMatrix);
= (abs(EigenValues)<1l);

um (test) ==K*p

disp(['The VAR(' int2str (p) ') model is stable!'])

disp('The stability condition is not satisfied!"')
disp('The eigenvalues of the Compagnon matrix are:')

abs (EigenValues)
return

t th
t th

K, K

4
.2;
.4;

1;

(
0
0
0
S

igma(1,2);

Set

s of the
variable=1:K
figure (variable)
plot (1:T,DataSet (variable,:),'-k'");
box on

grid on

axis tight

FIG. 4 — Simulation d"un VAR(p).
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